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La teoría de grafos está enmarcada dentro de la matemática discreta y es una potente 
herramienta para diseñar y modelizar el comportamiento de muchos tipos de redes de 
comunicación, de máquinas con distintos componentes relacionados entre sí, en general 
de cualquier sistema susceptible de ser modelado a través de una red. Su uso se extiende 
a muchas disciplinas, algunas cercanas a nuestro ámbito de ingeniería civil, como redes 
de transporte y ciencias del urbanismo. 
Los grafos composición son modelos teóricos que permiten estudiar redes con un gran 
número de nodos, que admiten un número limitado de enlaces en cada nodo y que 
tienen un diámetro relativamente pequeño. Es decir, entre dos nodos cualesquiera 
siempre existe un camino que los une de longitud a lo sumo el diámetro. Los grafos 
composición han sido y son ampliamente utilizados a la hora de diseñar redes densas de 
pequeño diámetro. Un problema básico es controlar el crecimiento del diámetro cuando 
un nodo o más dejan de funcionar. El parámetro para medir este incremento se 
denomina vulnerabilidad del diámetro y ha sido estudiando en los grafos composición 
cuando falla un nodo. 
El objeto del presente estudio se basa principalmente tres tareas: (i) En primer lugar se 
enumeran algunas de las técnicas más utilizadas de composición de grafos y se destacan 
sus propiedades principales. (ii) Se elabora un algoritmo que permite calcular de forma 
rápida diferentes propiedades de cualquier grafo, en particular de los grafos 
composición tales como la secuencia de grados, el valor del diámetros, localización de 
vértices opuestos, etc. (iii) Finalmente, se estudia el problema de la vulnerabilidad del 
diámetro de estos grafos tras la supresión de dos vértices con el objetivo de observar 
tendencias en las estructuras resultantes que nos permitan predecir su comportamiento y 





Graph theory is framed within Discrete Mathematics and it is a powerful tool for 
designing and modeling the behavior of many types of communication networks, 
machines with different interrelated components, in general, any interconnection 
network. Many disciplines use this mathematical tool, some close to our field of civil 
engineering, such as transport networks and urbanism sciences. 
The composition graphs are theoretical models to study networks with a large number 
of nodes, which support a limited number of links in each node and have a relatively 
small diameter. In words, between any two nodes there is always a path connecting 
them of length at most the diameter. The composition graphs have been and are widely 
used in the design of dense networks of small diameter. A basic problem is to control 
the growth of the diameter when a node or a link stops working. The parameter to 
measure this increase is called diameter-vulnerability and has been studied in 
composition graphs when just one node fails. 
The targets of this study have been primarily three: (i) Firstly, some of the most 
commonly used techniques of composition of graphs are revised, highlighting their 
main properties. (ii) An algorithm is developed that allows rapid calculation of different 
properties of any graph, (including composition graphs) such as the degree sequence, 
the value of the diameter, location of opposite vertices, and so on. (iii) Finally, we study 
the problem of diameter-vulnerability of these graphs after the deletion of two vertices 
in order to observe trends in the resulting structures that allow us to predict their 
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1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS 
 
La Teoría de Grafos ha sido utilizada desde hace muchas décadas con la finalidad de 
representar diversos tipos de redes o sistemas y poderlos tratar mediante las 
Matemáticas. 
Circuitos eléctricos, sistemas de telecomunicaciones, redes de carreteras, de transporte 
público, redes sociales, hasta mapas conceptuales que pueden usarse como método de 
aprendizaje. Todos estos sistemas pueden ser representados por grafos ya que se basan 
en un conjunto de vértices o nodos relacionados entre sí. Además, el hecho de poder 
dibujar los elementos del sistema y sus relaciones de manera sencilla, ordenada y visual 
hace que esta teoría pueda estar al alcance de quien desee hacer uso de ella. 
¿Cuán grandes pueden ser estos grafos de los que hablamos? Este es un problema que, 
lógicamente, está supeditado a la potencia de nuestros ordenadores. Cuanto mayores 
sean estos grafos, es decir, cuantos más vértices tengan, más difícil resultará 
representarlos y más complejos serán.  
Un grafo consta de nodos y enlaces entre esos nodos. Con un grafo, tal y como se ha 
mencionado antes, podemos representar cosas tan dispares como un árbol genealógico, 
cuyos nodos serían las personas y los enlaces sus relaciones de parentesco, o una red de 
autobuses, donde los nodos serán las paradas y los enlaces serán el recorrido que 
realizará el autobús para ir de una a otra.  
Un grafo puede ser representado matricialmente. Cada fila y columna de una matriz 
puede ser un nodo o un enlace, y las entradas de esta matriz representan la relación entre 
nodos o enlaces.  
 
Volviendo a la pregunta que formulábamos sobre el tamaño de los grafos, cabe destacar 
que existen distintos parámetros que se usan para determinarlo. El que vamos a estudiar 
en este documento es el diámetro y, para hacernos una idea de lo que representa en un 
grafo, podemos basarnos en la famosa teoría de los Seis Grados de Separación y el 
problema de Pequeño Mundo.  
 
Los Seis grados de separación es una teoría que pretende probar que cualquier persona 
en la Tierra puede estar conectada a otra a través de una cadena de conocidos que no 
tiene más que cinco intermediarios, conectando a ambas personas con un máximo de 
seis enlaces. La teoría fue propuesta por el escritor húngaro Frigyes Karinthy en una 
historia llamada Chains. 
 
En los años 50, Ithiel de Sola Pool (MIT) y Manfred Kochen (IBM) intentaron 
demostrar la teoría matemáticamente. Para ello enunciaron la cuestión “dado un 
conjunto de n personas, ¿cuál es la probabilidad de que cada una de estas n personas 
estén conectadas con otro individuo vía k1, k2,…,kn enlaces?” Desgraciadamente, no 
fueron capaces en veinte años de resolver el problema.  
En 1967, el psicólogo norteamericano Stanley Milgram ideó otra manera de probar la 
teoría, que llamó “el Problema del pequeño mundo”. El experimento del pequeño 
mundo consistió en elegir al azar a varias personas del medio oeste de Estados Unidos 
con la finalidad que enviaran tarjetas postales a un extraño situado en Massachussets. 
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Los remitentes conocían el nombre del destinatario, su ocupación y la localización 
aproximada. Se les indicó que mandaran el paquete a una persona que ellos conocieran 
directamente, de tal manera que lo hicieran pensando que esa persona era la que más 
probabilidades tenía de conocer directamente al destinatario. Esa persona debería hacer 
lo mismo y así sucesivamente hasta que el paquete llegara al destinatario final.  
 
Pese a que los participantes creían que la cadena incluiría al menos cientos de 
intermediarios, la entrega de cada paquete llevó tan sólo, como promedio, entre cinco y 
siete intermediarios. Estos descubrimientos fueron publicados en “Psychology Today” e 
inspiraron la frase “seis grados de separación”. 
 
El diámetro de un grafo es la mayor distancia mínima que puede haber entre dos de sus 
vértices, es decir, basándonos en el ejemplo de los Seis grados de separación, podríamos 
llegar de una persona a otra por medio de cientos de sus conocidos, utilizando una gran 
cadena para ir de uno a otro, o bien hacer lo mismo con un mínimo de seis pasos. Así 
pues, si se pudiese realizar un grafo con las distintas relaciones que hay entre todas las 
personas del mundo, posiblemente su diámetro sería seis.  
 
Nótese que el diámetro es una característica que, a priori, no parece sencilla determinar 
en grafos con muchos vértices y aristas. Sin embargo, existen estructuras donde sí es 
posible acotar el diámetro e incluso estudiar cómo varía cuando falla un vértice.  
 
El problema de la vulnerabilidad del diámetro en Grafos Composición ya ha sido 
estudiado en [GPB03]. En dicho artículo se observa cómo afecta al diámetro de 
determinados grafos la supresión de uno de sus vértices. Basándonos en los resultados 
obtenidos en este artículo y, mediante el estudio de la teoría básica de grafos, se 
pretende observar qué ocurre tras la eliminación de dos vértices y ver cómo podemos 
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2. INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE GRAFOS 
En primer lugar se introduce una notación así como unas definiciones que faciliten la 
comprensión del contenido de este trabajo al lector, todavía más si éste no está 
familiarizado con la teoría de grafos. Para ello, debido a la gran cantidad de 
información, hemos decidido basarnos en la introducción que se realiza en el libro 
Graphs & Digraphs de G.Chartrand y L.Lesniak [CL04] y adoptar, en su mayor parte, 
la notación que utilizan en el mencionado texto. 
 
2.1 GRAFOS 
Un grafo G está formado por un par de conjuntos, un conjunto finito no vacío de objetos 
llamados vértices y otro conjunto de pares desordenados de vértices llamados aristas. La 
notación que se sigue usualmente para representarlos es la que se detalla a continuación: 
V(G):= Conjunto de los vértices de G. 
E(G):= Conjunto de las aristas de G. 
G(V,E):= Grafo G. 
Se dice que la arista e={u,v} une los vértices u y v. La arista también puede denotarse 
como vuuve == . Si e es una arista perteneciente al grafo G(V,E), entonces u y v son 
vértices adyacentes mientras que el vértice u y la arista e son incidentes, tal y como 
ocurre con v y e. Si tenemos dos aristas distintas 21 y  ee  pertenecientes al grafo G e 
incidentes a un vértice común, entonces, 21 y  ee  son aristas adyacentes. El cardinal del 
conjunto de vértices de G se llama orden de G y comúnmente es denotado por n(G) o, 
simplemente, n cuando esto no induce a confusión. El cardinal del conjunto de las 
aristas de G se denota por m(G) o simplemente m cuando tratamos un grafo en concreto; 
es lo que se suele llamar como tamaño de G.  
 
2.2 MATRICES DE ADYACENCIA 
Un grafo G con un conjunto de vértices { }nvvvGV ,,,)( 21 K=  y un conjunto de aristas 
{ }meeeGE ,,,)( 21 K=  puede representarse mediante una matriz. La matriz de 
adyacencia, denotada por =)(GA [ ija ], consta de n filas y n columnas cuyas entradas 





contrario casoen  ,0
)( si ,1 GEvv
a
ji
ij  (1) 
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2.3 MATRICES DE INCIDENCIA 
Los grafos también pueden representarse con este tipo de matriz, denotada por 





caso otroen  0,
incidentesson  y   si ,1 ji
ij
ev
b  (2) 
 
2.4 GRADO DE UN VÉRTICE 
El parámetro que más comúnmente se presenta en el estudio de grafos es el grado de un 
vértice. 
 El grado de un vértice v, es el número de aristas incidentes en v. Un  vértice es llamado 
par o impar en función de si su grado es un número par o impar.  
Un vértice de grado cero recibe el nombre de vértice aislado mientras que un vértice de 
grado 1 recibe el nombre de vértice final o terminal de G. Definimos, además:  
=:)(Gδ Grado mínimo de G. 
=∆ :)(G Grado máximo de G. 
 
Ejemplo 2.4.1 
Considérese el grafo G(V, E) con { }4321 ,,,)( vvvvGV = , { }54321 ,,,,)( eeeeeGE = de tal 
manera que: 211 vve = , 312 vve = , 323 vve = , 424 vve =  y 435 vve = , tal y como puede 
verse en la Figura 1.  
 
Figura 1: Grafo de ejemplo para escribir las matrices de incidencia y adyacencia. 
Las matrices de adyacencia e incidencia son las que se muestran a continuación: 




































































Además, este grafo tiene 2)( =Gδ y 3)( =∆ G , que corresponden al número mínimo y 
al número máximo de unos en cada fila o columna, respectivamente. 
Ejemplo 2.4.2 
Sea el grafo G de la Figura 2. Obsérvese que no todos los nodos de este grafo están 
unidos mediante aristas, es decir, se trata de un grafo desconectado. 
 
Figura 2: Grafo desconectado de 9 vértices y 11 aristas. 
En este grafo hemos etiquetado cada vértice con su grado. Puede comprobarse 
fácilmente que la suma de los grados de todos los vértices es 22, justo el doble que su 
tamaño, m=11. Este resultado ilustra el siguiente teorema: 
Teorema 2.4.1 










En cualquier grafo hay un número par de vértices impares. 
 Demostración:  
Esta afirmación puede probarse fácilmente. Sea G un grafo cualquiera de tamaño 
m y llamemos W al conjunto de vértices de grado impar de G. Sea U el conjunto 
de vértices cuyo grado es par.  Según lo visto en el teorema, si desarrollamos la 











vgr )(  es un número par, así que |W| ha de ser, 
necesariamente, un número impar. 
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2.5 GRAFOS ISOMORFOS 
A veces dos grafos tienen la misma estructura y tan sólo difieren en cómo sus vértices y 
aristas han sido etiquetados.  
Un grafo 1G  es isomorfo a un grafo 2G  si existe una aplicación φ  uno-a-uno, desde 
V( 1G ) hasta V( 2G ), de manera que φ  preserve la adyacencia entre vértices y aristas, es 
decir, )()( 21 GEvuGEuv ∈⇔∈ φφ .  
Es fácil ver que la relación de isomorfismo entre grafos es, en realidad, una relación de 
equivalencia entre ambos. Estas relaciones clasifican el conjunto de todos los grafos en 
distintas clases de equivalencias, de modo que dos grafos que no sean isomorfos 
pertenecerán a distintas clases.  
Si 1G  es isomorfo a 2G , decimos que 1G  y 2G  son isomorfos entre sí y lo denotamos 
por 1G ≅ 2G ; si no lo son, entonces escribimos 21 GG ≠ . Si resulta que 1G ≅ 2G , 
entonces existe un isomorfismo )()(: 21 GVGV →φ , de tal modo que 1G  y 2G  tienen el 
mismo tamaño. Necesariamente, cada vértice v de 1G  y su imagen vφ  perteneciente a 
2G  han de tener el mismo grado y, pese a que estas condiciones son necesarias para que 
dos grafos sean isomorfos entre sí, no son suficientes. Esto puede ilustrarse con un 
ejemplo que mostraremos a continuación.  
Ejemplo 2.5.1 
Sean los grafos iG , con i=1,2,3 de la figura siguiente:  
Todos ellos constan del mismo número de vértices, es decir, del mismo orden y del 
mismo número de aristas:  
 
Figura 3: Grafos de orden 6. 
En este caso, podemos ver que 1G ≅ 2G ; existe una aplicación tal que 11 wv =φ , 
32 wv =φ , 53 wv =φ , 24 wv =φ , 45 wv =φ  y, finalmente, 66 wv =φ . Además de éste, 
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podemos hallar otros isomorfismos que hacen posible que 1G ≅ 2G . Por otro lado, 
también puede constatarse sin dificultad que 31 GG ≠  y que, por tanto 32 GG ≠ .  
2.6 TIPOS DE GRAFOS Y SUBGRAFOS 













Aunque todo grafo debe tener al menos un vértice, éste no es el caso de las aristas. Un 
grafo puede no tener ninguna arista: se trata de un grafo consistente en vértices aislados. 
Además, sólo hay un grafo de orden 1, denominado no trivial; así pues, un grafo no 
trivial tiene un orden 2≥n . 
Consideremos, ahora, un grafo G definido por un diagrama. Si etiquetamos todos los 
vértices de G, V(G) será, a su vez, el conjunto de todas esas etiquetas: estamos ante un 
grafo etiquetado. En cambio, puede que sólo nos interese la estructura de ese grafo de 
manera que no sea necesario etiquetar sus vértices.  
A menudo, un grafo que estamos estudiando puede estar contenido en un grafo mayor. 
Un grafo H (etiquetado o no) es subgrafo de G si )()( GVHV ⊆ y )()( GEHE ⊆ . En 
este caso, podemos añadir que G es un supergrafo de H.  
El más simple de los subgrafos se puede obtener eliminando un vértice o una arista al 
grafo original. Entre los subgrafos más importantes se encuentran los subgrafos 
inducidos. Si U es un subconjunto de vértices no vacío de V(G), entonces, el subgrafo 
<U> de G inducido por U es el grafo que tiene por conjunto de vértices a U y cuyo 
conjunto de aristas consiste en aquellas que pertenecen a G y que son incidentes con dos 
elementos de U. Un subgrafo H de G se llama "inducido por los vértices" o, 
simplemente, inducido, si H=<U> para algún subconjunto U de V(G). De modo 
parecido, si X es un conjunto no vacío de E(G), entonces el subgrafo <X> inducido por 
X es el grafo formado por los vértices de G que son incidentes con al menos una arista 
de X y cuyo conjunto de aristas es el propio X. Un subgrafo H de G es inducido por las 
aristas si H=<X> para algún subconjunto X perteneciente a E(G).  
Ejemplo 2.6.1 
 
Figura 4: Grafo G con unos de sus grafos inducidos por los vértices y por las aristas. 
{ }654321 ,,,,,)( vvvvvvGV = , { }321 ,, vvvU =  y { }5241 , vvvvX =  representan estos grafos 
inducidos por vértices en el caso de U y por aristas en el caso de X. 
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2.7 GRAFOS r-REGULARES: 
Hay clases de grafos que se dan tan a menudo  que merecen una mención especial y, en 
algunos casos, una notación específica para distinguirlos de los demás.  Decimos que un 
grafo G es regular de grado r o r-regular si gr(v)=r para todo vértice de G. Un grafo es 
completo si todos sus pares de vértices  son adyacentes. Un grafo regular de orden n y 
tamaño m es un grafo regular de grado n-1, siendo 
2
1
)1( ⋅−⋅= nnm . Denotamos a este 
grafo como grafo completo nK .  
Podemos mostrar diversos ejemplos de grafos r-regulares, como los de orden 3 y 
también los de orden 4. 
Ejemplo 2.7.1 





Figura 5: Grafo completo de orden 4. 
En este caso, el grado máximo y el mínimo coinciden y es 3. El tamaño del grafo es 6 y 
su orden es 4. 
Ejemplo 2.7.2 
Grafos 3-regulares o cúbicos. 
Algunos de los grafos cúbicos son los que hemos usado en el Ejemplo 1.3:  
 
Figura 6: Grafos 3-regulares. 
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Uno de los grafos 3-regulares más conocidos es el de Petersen: 
 
Figura 7: Grafo de Petersen. 
Teorema 2.7.1 
Para cualquier grafo G y cualquier entero )(Gr ∆≥ , existe un grafo H r-regular que 
contiene G como subgrafo inducido.  
Demostración:  
Si el mismo G es r-regular, entonces no hay nada que debamos probar; por ese 
motivo asumiremos que G no es regular. Sea G' otra copia de G y unamos los 
vértices correspondientes cuyos grados sean menores que r, llamando 1G  al 
grafo resultante. Si 1G  es r-regular tendrá las propiedades deseadas, si no es así 
continuaremos con este proceso hasta que lo sea (unas k veces), llegando al 
grafo kG . Resulta que )(Grk δ−= . 
Ejemplo 2.7.3  
Mediante este proceso de construcción podemos crear grafos r-regulares a partir de un 
grafo cualquiera tal y como se muestra en la siguiente ilustración.  
 
Figura 8: Construcción de un grafo 3-regular. 
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En la Figura 8, G2 es 3-regular. kGrr =−⇒= )(3 δ ; 2=k y 1)( =Gδ .  
El mínimo orden para tener un grafo 3-regular es 6 y, por este procedimiento, hemos 
obtenido un grafo que tiene un orden de n=16 en la Figura 8. Existen otros métodos para 
obtener grafos r-regulares con un orden menor. 
2.8 GRAFOS COMPLEMENTARIOS 
El complementario G  de un grafo G es un grafo tal que su conjunto de vértices es V(G) 
y un par de vértices son adyacentes en G  sí y sólo sí no lo son en G. Además, si G es 













A continuación mostramos unos cuantos grafos complementarios entre sí.  
 
Figura 9: Grafos complementarios (dos a dos). 
G0 y G3 son complementarios; G1 y G2 también lo son. El complementario nK , de un 
grafo nK  es un grafo vacío de orden n. Decimos que un grafo es auto-complementario 
si resulta que G =G. 
 
2.9 GRAFOS K-PARTITOS 
Un grafo G es K-partito, 1≥K , si es posible particionar V(G) en K subconjuntos 
KVVV K,, 21 , llamados particiones, de manera que cada elemento de E(G) une un vértice 
de iV  con otro vértice de jV , siendo ji ≠ . De hecho, todo grafo está K-particionado 
para algún valor de K; desde luego, si n es el orden de G, entonces G es un grafo n-
partito. Si G es un grafo "1-partito" de orden n, entonces G= nK . 
Para K=2, tenemos los grafos denominados bipartitos; esta clase de grafos es 
particularmente importante.  
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Ejemplo 2.9.1 
Fijémonos en los grafos de la Figura 10: 
 
Figura 10: Grafos bipartitos. 
Estos dos grafos son isomorfos, ya que simplemente hemos modificado la distribución 
de los vértices del primero para resaltar su carácter bipartito. 
Si G es un grafo bipartito r-regular, con r mayor que 1 y particiones 1V y 2V , entonces, 
21 VV = . Este resultado puede entenderse debido a que el tamaño de G, 
21 VrVrm ⋅=⋅= . 
Ejemplo 2.9.2  
Puede comprobarse fácilmente esta afirmación con un grafo como el que se presenta en 
la Figura 11 y que, entre otras cosas, es 2-regular: 
El cardinal de ambas particiones es el mismo, es decir, 4; el tamaño es el 
doble de cualquiera de los dos cardinales: m=8. 
Un grafo completo k-partito G es un grafo con k 
particiones ),,,( 21 kVVV K , que tienen la propiedad 
añadida que si iVu ∈  y jVv∈ , ji ≠ , entonces, 
)(GEuv∈ .        
En la Figura 12 vemos un grafo completo tripartito 
según la definición. Si ii nV = , entonces, este grafo es 
denotado como ),,,( 21 knnnK K o bien como             
              Figura 11: Grafo 2-regular. 
 El grafo que mostraremos a continuación será el grafo denotado por 3,3,3K . En este 
caso, el orden de los in  carece de importancia. Este sería el grafo 3,3,3K . 
 
Figura 12: Grafo tripartito completo. 
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Para resaltar más las particiones del grafo podemos pintar los vértices de colores 
distintos. De ahora en adelante, cuando presentemos grafos de este tipo, los dibujaremos 
todos de este modo, para que sea más fácil reconocer visualmente dichas particiones. 
Un grafo completo bipartito con particiones 1V  y 2V , donde rV =1 y sV =2 , lo 
escribimos como ),( srK  o srK , . El grafo sK ,1  es llamado "estrella". Un grafo es 
completo y multipartito se es un grafo completo k-partito con 2≥k . 
 
Figura 13: Grafo estrella. 
Los grafos de la Figura 13 representarían una estrella denotada como 6,1K . 
 
2.10 COMBINACIÓN DE GRAFOS 
Hay muchísimas maneras distintas de  combinar grafos entre sí con el fin de generar 
otros nuevos. A continuación, describiremos unas cuantas operaciones sencillas. Sean 
1G  y 2G  dos grafos con conjuntos de vértices disjuntos.  
a) Unión entre dos o más grafos: 
La unión entre dos grafos dará como resultado un nuevo grafo, que llamaremos G, 
denotado por: 21 GGG ∪= , que tiene como )()()( 21 GVGVGV ∪= y 
)()()( 21 GEGEGE ∪= . Si un grafo G consiste en k )2( ≥k  copias disjuntas de otro 
grafo H, entonces escribimos que G=kH. A continuación, mostraremos el grafo 
3,121 32 KKK ∪∪  
 
Figura 14: Unión de varios grafos. 
b) Suma de grafos. 
La suma 21 GGG +=  tiene, por conjunto de vértices: )()()( 21 GVGVGV ∪=  y, por 
conjunto de aristas, { })(),(/)()()( 2121 GVvGVuuvGEGEGE ∈∈∪∪= . Podemos ver 
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un ejemplo de cómo se realizaría la construcción del grafo  G a partir de los grafos 1G  y 
2G . 
 
Figura 15: Suma de grafos. 
c) Producto cartesiano entre dos grafos. 
El producto cartesiano entre dos grafos 21 GGG ×= , da como resultado un nuevo grafo 
cuyo conjunto de vértices es )()()( 21 GVGVGV ×= . Dos aristas ),( 21 uu  y ),( 21 vv  de G 


















Una manera conveniente de dibujar este producto es poner, en primer lugar, una copia 
de 2G  en cada vértice de 1G  y luego unir los correspondientes vértices de 2G  con sus 
copias. También puede hacerse al revés, es decir, dibujar una copia de 1G  en cada 
vértice de 2G  y realizar la misma operación; el producto es conmutativo y el resultado 
será el mismo. El método de construcción se detalla en la siguiente figura: 
 
Figura 16: Construcción de un grafo a partir del producto cartesiano de otros dos. 
Hay una clase importante de grafos definida en términos de producto cartesiano; el n-
cubo o hipercubo, denotado también por nQ , es el grafo 2K  si n=1, mientras que, si n 
es mayor que 2, nQ  se define recursivamente como 21 KQn ×− .  
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El n-cubo o hipercubo puede ser considerado también como el grafo cuyos vértices 
están etiquetados por n-planos binarios ),,,( 21 naaa K , es decir, ia  es 0 o 1 para 
ni ≤≤1 . Sus aristas son adyacentes dos a dos sí y sólo sí sus correspondientes n-planos 
difieren tan sólo en una coordenada.  
El grafo nQ  es un grafo n-regular cuyo orden es 
n2 . En la figura siguiente se muestra, 
en este orden, los grafos 1Q , 2Q  y 3Q . 
 
Figura 17: Diversos hipercubos. 
Para dibujar los n-cubos podemos basarnos en el método de construcción que se ha 
citado anteriormente. 
 
2.11 GRAFOS CONEXOS Y DISTANCIAS 
A continuación definiremos características comunes a todos los grafos y que serán de 
suma importancia en el desarrollo del presente estudio, como son las trayectorias, 
caminos y distancias en un grafo.   
Sean u y v (no tienen por qué ser necesariamente distintos) vértices de un grafo G. Una 
trayectoria (walk) u-v de G es una secuencia finita y alterna que se denota por 
uueuueueuuW kkk == − ,,,,,,,,: 122110 K  de vértices y aristas, empezando por el vértice 
u y acabando por el v, tal que iii uue 1−= , para ki ,,2,1 K= , donde k es lo que se 
denomina longitud o distancia de W. Una trayectoria trivial no contiene aristas, luego, 
k=0. Nótese que puede haber repetición de vértices y aristas en una trayectoria. A 
menudo, sólo se indican los vértices, cuando las aristas presentes son evidentes. Dos 
trayectorias u-v, vuuuuW k == K,,: 101  y vvvvuW l == ,,,: 102 K  se consideran 
iguales sí y sólo sí lk = y ii vu =  para ki ≤≤0 . Si no fuera así, 1W  y 2W  serían 
distintas. Debe observarse que las aristas de dos trayectorias u-v distintas pueden 
inducir perfectamente el mismo subgrafo de G.  
Una trayectoria u-v es abierta o cerrada dependiendo de si u y v son iguales o distintos.  
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Un camino (Path) u-v es aquella trayectoria en la que no se repite ningún vértice.  
Un vértice u forma el camino trivial u-u. 
Ejemplo 2.11.1 
Mediante la siguiente ilustración podemos identificar una trayectoria y un camino 
fácilmente:  
 
Figura 18: Podemos identificar distintas trayectorias y caminos en este grafo 
En este caso, 4352321 ,,,,,,: vvvvvvvW  es una trayectoria 41 vv −  abierta. En el camino 
41 vv −  denotado como 431 ,,: vvvP  no repetimos, además, ninguna arista. 
Por definición, todo camino es una trayectoria. Sin embargo, el contrarrecíproco de esta 
afirmación, en general, no es cierto. Una trayectoria W contiene otra trayectoria W' si 
ésta es una subsecuencia de W. De la misma manera, toda trayectoria u-v en un grafo 
contiene un camino u-v. 
Teorema 2.11.1 
Si A es la matriz de adyacencia de un grafo G con { }nvvvGV K,,)( 21= , entonces, la 
entrada (i,j) de la matriz 1, ≥kkA  , representa el número de trayectorias distintas 
ji vv −  de longitud k en G. 
 Demostración: 
La demostración puede realizarse mediante el método de inducción en k. Para 
k=1 el resultado es obvio: existe una trayectoria ji vv −  de longitud 1 sí y sólo sí 
)(GEvv ji ∈ .  
Sea =−1kA [ )1( −kija ] y asumimos que 
)1( −k
ija  es el número de trayectorias 
ji vv − distintas de longitud k-1 en G; además, sea =
kA [ kija ]. Como 
AAA ⋅= −1kk , tenemos que: 













)1(  (4) 
Cada trayectoria ji vv −  de longitud k en G consiste en una trayectoria li vv −  de 
longitud k-1, donde lv  es adyacente al vértice jv , seguida por la arista jlvv  y 
por el vértice jv . Luego, por hipótesis de inducción y por (4), obtenemos el 
resultado deseado. 
Este teorema será muy importante para determinar ciertas propiedades de los grafos que 
son fundamentales para la realización de este estudio. 
Para ver cómo funciona emplearemos un grafo de cuatro vértices, escribiremos su 
matriz de adyacencia y, finalmente,  calcularemos su segunda y tercera potencia para 
determinar su diámetro.  
Los resultados se detallan en el Ejemplo 2.11.2:  
Ejemplo 2.11.2 
 
Sea G el grafo que se muestra en la figura: 
La matriz de adyacencia y sus sucesivas potencias se 
presentan a continuación. Vemos que existen 4 
trayectorias de longitud 3 que unen  los vértices 1v  y 





































































































Figura 19: Grafo G con sus respectivas potencias de su matriz de adyacencia. 
Por tanto, para ir del vértice 1 al vértice 3, existen cuatro trayectorias distintas de 
longitud 3. Éstas son: 
31311 ,,,: vvvvW , 31212 ,,,: vvvvW , 32313 ,,,: vvvvW  y 34314 ,,,: vvvvW . 
Obsérvese que A+A2 es una matriz sin entradas nulas. Esto significa que dos vértices 
cualesquiera están unidos por un camino de longitud 1 o 2. 
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Un camino cerrado cuyos vértices son distintos, se llama ciclo. Un grafo acíclico es 
aquél que no tiene ningún ciclo y se denomina árbol.  
Se dice que un ciclo es par o impar si su longitud es par o impar. Un ciclo de longitud n 
recibe el nombre de n-ciclo. Un ciclo de longitud 3 también se llama triángulo. 




Se dice que un vértice u está conectado a otro vértice v en un grafo G si existe un 
camino u-v en dicho grafo. Un grafo G, por su parte, es conexo si todos sus vértices 
están conectados dos a dos. 
Un grafo que  no es conexo se denomina  no conexo. La relación de "está conectado a" 
es una relación de equivalencia en el conjunto de vértices de cada grafo G.  
Una componente de un grafo G es un subgrafo conexo no contenido en ningún otro 
subgrafo conexo de G, es decir: un componente de G es un subgrafo que es máximo 
respecto a la propiedad de estar conectado. Un subgrafo conexo F de un grafo G es una 
componente de G si, para cada grafo conexo H, con GHF ⊆⊆ , )()( HVFV ⊆  y 
)()( HEFE ⊆ , resulta que F=H.  
El número mínimo de vértices que se han de eliminar de un grafo conexo para que 
resulte un grafo no conexo se denomina vértice-conectividad y se denota como )(Gκ . 
Análogamente el número mínimo de aristas que se han de eliminar para crear un grafo 
desconectado se llama conectividad por aristas y se denota por )(Gλ . En general, se 
cumple que )()()( GGG δλκ ≤≤ , donde )(Gδ es el grado mínimo del grafo. En la 
Figura 20, 2)( =Gκ , 3)( =Gλ  y 3)( =Gδ . 
 
Figura 20: Grafo con vértice conectividad =2 y conectividad por aristas =3.                                                                                                                 
 
En un grafo conexo definimos la distancia d(u,v) entre dos vértices u y v como la 
mínima de las longitudes de los caminos u-v de G. Un camino u-v de longitud d(u,v) se 
llama geodésico u-v. Bajo esta función de distancia el conjunto V(G) es un espacio 
métrico con las propiedades que se detallan a continuación: 
• 0),( ≥vud  para todo par u, v de vértices de G y vuvud =⇔= 0),( . 
• Simetría: ),(),( uvdvud =  para todo par )(, GVvu ∈ . 
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• Desigualdad triangular: ),(),(),( wudwvdvud ≥+ para cualquier tripleta 
)(,, GVwvu ∈ . 
Podemos definir la distancia entre dos vértices inconexos u y v como ∞=),( vud .  
Teorema 2.12.1 
Un grafo es bipartito sí y sólo si no contiene ciclos impares.  
 Demostración: 
Sea G un grafo bipartito cuyas partes son 1V  y 2V . Supongamos que 
121 ,,,: vvvvC kK  es un ciclo de G. Sin pérdida de generalidad, asumimos que 
11 Vv ∈ . Entonces, 22 Vv ∈ , 13 Vv ∈ , 24 Vv ∈  y así sucesivamente. Eso quiere 
decir que k=2s para algún valor positivo de s, por tanto C tiene una longitud par.  
Así pues, basta probar que cualquier grafo conexo G sin ciclos impares es 
bipartito cuando un grafo es bipartito sí y sólo sí cada una de sus componentes es 
bipartita. Por tanto, sea )(GVv∈  y denotamos por 1V  al subconjunto de V(G) 
consistente en todos los vértices de V(G) tales que ),( vud es par. Sea 
12 )( VGVV −= ; decimos que 1V  y 2V  son particiones de G. Ahora razonamos 
por reducción al absurdo, suponiendo que 1V  o 2V  contienen dos vértices 
adyacentes u y w. Ni u ni w pueden ser el vértice v. Supongamos que 
svud 2),( =  y twvd 2),( = , con 1, ≥ts . Sean uuuuvuP s == 22101 ,,,,: K  y 
wwwwvP t == 2102 ,,,: K  dos geodésicos u-v y v-w. Sea w' el último vértice 
que tienen ambos en común, de tal manera que ii vuw ==' . Así pues, 
iittsii uwwwuuuC =−+ ,,,,,,,:' 12221 KK  es un ciclo de longitud 
⇒+−+− 1)2()2( itis C' es un ciclo impar, lo que nos lleva a una contradicción 
y, por tanto, el grafo es bipartito. 
 
2.13 EXCENTRICIDAD, RADIO Y DIÁMETRO EN GRAFOS 
A continuación veremos propiedades relacionadas con la distancia en grafos. De ellas, 
destacamos el diámetro como característica fundamental y cuya variabilidad será el 
objeto del presente estudio. 
La excentricidad de un vértice e(v) de un grafo conexo G es el número obtenido como 
),()( vudmáx GVu∈ , es decir, e(v) es la distancia desde v al vértice que esté más alejado de 
él. El radio de G es la mínima excentricidad entre los vértices de G. Lo denotaremos 
como rad(G). El diámetro de un grafo G, que denotamos por D(G), es la máxima 
excentricidad entre los vértices de G. Por tanto, el diámetro de G es la máxima distancia 
entre dos vértices cualesquiera de G. Un grafo G tiene radio 1 sí y sólo si G contiene un 
vértice adyacente a todos los demás. Un vértice v es central si )()( Gradve =  y el centro 
Cen(G) es el subgrafo de G inducido por sus vértices centrales.  
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Ejemplo 2.13.1 
                                                
            
 







Figura 21: Grafo y su centro correspondiente. 
En el grafo de la figura, D(G)=5, Rad(G)=3 y Cen(G)= 3K .  
Un vértice v es perimetral si e(v)=D(G), mientras que el perímetro Per(G) es el 
subgrafo de G inducido por sus vértices perimetrales. En el ejemplo 2.13.1, este 
perímetro estaría representado únicamente por los vértices x e y, desprovistos de 
cualquier arista. 
El teorema que sigue da una cota superior e inferior del diámetro de un grafo: 
Teorema 2.13.1 
Para cualquier grafo conexo G, .  
)(2)()( GradGDGrad ⋅≤≤  (5) 
 
 Demostración: 
La desigualdad )()( GDGrad ≤ se verifica a partir de la propia definición de 
radio y de diámetro. Para demostrar la segunda desigualdad elegimos vértices u 
y v en G tales que )(),( GDvud = . Sea w un vértice central de G. Como d es una 
métrica en V(G) cumplirá la Desigualdad Triangular:  
)(2)(2),(),(),( wradwevwdwudvud ⋅=⋅≤+≤  
Luego, se verifica la segunda desigualdad.  
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vududt  (6) 
 
Un vértice v se llama vértice mediano si tiene la mínima distancia total entre los vértices 
de G, o lo que es lo mismo, v es un vértice mediano si v tiene la mínima distancia media 
a todos los vértices de G. El “Mediano” de G, denotado por Med(G) de G es el subgrafo 
de G inducido por sus vértices medianos. En el grafo de la figura cada vértice está 
etiquetado con su distancia total.  
 
Figura 22: Grafo etiquetado con sus distancias y su mediano. 
Se demuestra que todo grafo es el mediano de un grafo conexo. De hecho, se ha 
demostrado que para dos grafos cualesquiera 1G  y 2G  existe un grafo conexo H tal que 
1)( GHCen =  y 2)( GHMed = . No todo grafo es el perímetro de otro grafo. 
 
2.14 DIGRAFOS Y MULTIGRAFOS 
Un grafo dirigido o digrafo, que también denotaremos por G, está formado por un par 
de conjuntos, un conjunto finito y no vacío de objetos llamados vértices y otro conjunto 
de pares ordenados de vértices de G llamados arcos o aristas dirigidas. Llamaremos al 
conjunto de los vértices V(G) y al de los arcos E(G), de modo que seguiremos con la 
misma notación que usamos en su momento para los grafos. Determinaremos 
gráficamente la dirección de un arco mediante una flecha. 
Ejemplo 2.14.1 
Tal y como se muestra en la Figura 23, hemos construido el digrafo cuyo conjunto de 
vértices es { }wvuGV ,,)( = . En el caso dirigido, las aristas pasan a denominarse arcos y 
constituyen un conjunto de pares ordenados que, en este caso se denota por 
{ }),(),,(),,()( uwwuvuGE =  
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Como veremos más adelante, aunque la 
teoría de grafos puede parecerse mucho con 
la de digrafos, pueden llegar a tener 
diferencias muy significativas debido al 
hecho de ordenar las aristas. 
Si a=(u,v) es un arco de G, decimos que a es 
incidente desde u e incidente hasta v, 
mientras que u es incidente hacia a y v es 
incidente desde a. Además se dice que u es 
adyacente hacia v y v es adyacente desde u.  
Figura 23: Digrafo de tres vértices. 
En el Ejemplo 2.14.1, u es adyacente hasta v y v es adyacente desde u. w no es ni 
adyacente desde ni hasta v. Sólo en este caso decimos que dos vértices son no 
adyacentes.  
Definimos el grado de salida (Outdegree) de un vértice v de un digrafo G como el 
número de vértices de G que son adyacentes desde v y lo denotaremos por )(vgr + . A 
veces, suele hacerse referencia a este número como el número de vecinos de salida de v.  
Análogamente, definimos el grado de entrada (Indegree) de v de un digrafo G como el 
número de vértices de G que son adyacentes hacia v; lo denotaremos por )(vgr − . Como 
en el caso anterior, a veces se denota a este número como el número de vecinos de 
entrada de v. 
Siempre se cumple que el grado de un vértice v es igual a la suma de todos los vecinos 
de entrada más los de salida, es decir, a la suma del grado de salida de v más su grado de 
entrada:  
)()()( vgrvgrvgr −+ +=  (7) 
 
Teorema 2.14.1  











)()()(  (8) 
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Demostración:  
Cuando los grados de salida de los vértices se suman, cada arco es contado una 
sola vez, ya que cada arco es incidente exactamente desde un solo vértice. Lo 
mismo sucede para los grados de entrada.  
Sólo hay un digrafo de orden 1: el denominado trivial. Además, tan sólo hay un digrafo 
de orden 2 que puede tener 0, 1 o 2 arcos. 
Del mismo modo que en el caso no dirigido, podemos etiquetar los digrafos. Podemos 
generar subdigrafos a partir de digrafos. La manera más fácil de crearlos consistiría en 
eliminar vértices o arcos.  
Consideremos ahora ciertos tipos de digrafos que se dan regularmente. Un digrafo G es 
simétrico si, cuando (u,v) es un arco de G, entonces, (v,u) también lo es. Hay una 
correspondencia natural uno-a-uno entre el conjunto de digrafos simétricos y el de los 
grafos. Un digrafo G es llamado asimétrico o grafo orientado si cuando (u,v) es un arco 
de G, entonces, (v,u) no lo es. En consecuencia, un grafo orientado “D” puede ser 
obtenido de un grafo G asignando una dirección a cada arista. Este proceso se llama 
orientación de G.  
Decimos que un digrafo D es completo si para cada par distinto de vértices u y v de D, 
por lo menos, uno de los arcos (u,v) y (v,u) está presente en D. El digrafo completo 
simétrico de orden n tiene ambos arcos (u,v) y (v,u) para todos sus pares de vértices u y 
v y, cuando tiene lazos o bucles, se denota como *nK . (También ocurre en el caso no 
dirigido).  
El digrafo nK  tiene tamaño de )1·( −nn y el valor del grado de entrada, que coincide 
con el de salida, es de n-1 para cualquier  vértice de nK . Un digrafo completo y 
asimétrico recibe el nombre de torneo y tienen mucha importancia en la teoría de 
digrafos. 
En la Figura 24 podemos ver los digrafos nK  de orden uno, dos, tres y cuatro 
respectivamente:  
 
Figura 24: Digrafos de orden uno, dos, tres y cuatro respectivamente. 
El grafo subyacente de un digrafo G, denotado como UG, es el grafo obtenido tras 
reemplazar los arcos (pueden ser dos simétricos) (u,v) y/o (v,u) por aristas uv. Un 
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digrafo G se llama regular de grado r o r-regular si rvgrvgr == −+ )()(  para todo 
vértice de G. El grafo nK  es (n-1)-regular.  
 
Figura 25: Digrafos n-regulares. 
El primer digrafo de la Figura 26 es 1-regular mientras que el segundo es un torneo 2-
regular. 
Los términos de trayectoria, camino y ciclo tienen sus homólogos en la teoría de 
digrafos;  la gran diferencia estriba en el hecho de que hemos de seguir las direcciones 
indicadas en los arcos. En particular, cuando nos referimos a los digrafos, los términos 
de camino dirigido y ciclo dirigido son sinónimos de camino y ciclo en el caso no 
dirigido. Formalmente, para vértices u y v en un digrafo G, una trayectoria de u a v es 
una secuencia finita y alternada  
vuauauauuW kkk == − ,,,,,,,: 12110 K  
de vértices y arcos, comenzando por u y terminando por v, de manera que 
),( 1 iii uua −= , para ki ,,2,1 K= , donde k es el número que denota la longitud de la 
trayectoria.  
Un digrafo G es conexo (o débilmente conexo) si el grafo subyacente de G lo es. G es 
fuertemente conexo o, simplemente, fuerte si para cualquier par u,v de vértices, G 
contiene un camino de u a v y otro de v a u.  
Ejemplo 2.14.2 
 
Figura 26: Digrafos conexos. 
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De los digrafos de la figura tan sólo el primero es fuertemente conexo. Todos los demás, 
no obstante, son también conexos, aunque débiles. 
La distancia en digrafos también puede ser definida. Para vértices u y v en un digrafo G, 
que contenga un camino u->v, la distancia (dirigida) d(u,v) de u a v es la longitud del 
camino u->v más corto que haya en D. Así pues, las distancias d(u,v) y d(v,u) están 
definidas para cualquier par de vértices en un digrafo fuerte. En general, esta distancia 
no es una métrica porque, aunque se satisface la desigualdad triangular, en general y, 
salvo cuando G es simétrico, la distancia no cumple la propiedad de simetría en el caso 
dirigido. El concepto de excentricidad puede definirse del mismo modo como se hizo 
para el caso de los grafos; de igual manera, podemos definir también el concepto de 
radio y diámetro.  
La excentricidad de un vértice u, denotada por e(u) en G, es la distancia desde u al 
vértice más lejano de u. La mínima excentricidad es lo que se denomina como radio de 
G, denotado por rad(G) y el diámetro es la máxima excentricidad, escrito como D(G). 
 
Ejemplo 2.14.3 
En el caso de la figura vemos 
que se trata de un digrafo fuerte 
cuyos vértices han sido 
etiquetados con sus respectivas 
excentricidades.  
El radio de este grafo es 
rad(G)=2 y su diámetro es 
D(G)=5 
 
Figura 27: Digrafo cuyos vértices están etiquetados con su excentricidad. 
Este caso pone de manifiesto la diferencia que hay entre el caso dirigido y el no 
dirigido. Vemos que aquí, en general, no tiene por qué cumplirse que 
)(2)( GradGD ⋅≤ .  
En la definición de un grafo G, o una arista o bien ninguna unían un par de vértices 
distintos. Para un digrafo, dos aristas dirigidas o arcos pueden unir distintos vértices de 
G si están dirigidas de forma opuesta. Hay ocasiones en las que nos interesará permitir a 
más de un arco unir el mismo par de vértices (y en la misma dirección en caso de 
digrafos).  
Si se permite más de un arco (siendo siempre un número finito de ellos) entre el mismo 
par de vértices en un grafo, la estructura resultante es lo que se denomina como 
multigrafo, cuyas aristas se llaman aristas paralelas. Si lo que permitimos es que haya 
más de un arco en la misma dirección para unir un par de vértices de un digrafo, 
entonces, la estructura resultante es lo que se denomina como multidigrafo. Un bucle, 
lazo o “loop” es una arista o un arco que une un `vértice con él mismo.  
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Figura 28: Multigrafo y multidigrafo. 
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3. DISTINTAS TÉCNICAS DE COMPOSICIÓN DE GRAFOS 
La vulnerabilidad de un grafo suele medirse con el incremento que sufre el diámetro tras 
la supresión de vértices o aristas. Por esta razón la vulnerabilidad del diámetro es un 
valor central en el diseño de redes de interconexión. En este sentido hay un gran interés 
en encontrar grandes grafos con grado máximo ∆  y diámetro D, cuyos subgrafos 
obtenidos eliminando un conjunto de s vértices tengan un diámetro de valor D’ a lo 
sumo, cercano o igual a D. Son problemas llamados, en inglés, (∆ ,D,D’,s)-problem. “s” 
hace referencia al número de vértices eliminados del grafo original.  
Hasta el momento, se ha estudiado en [GPB03] este problema fijando el valor de s = 1. 
Los grafos compuestos generalizados permiten construir grafos con grado máximo ∆ , 
diámetro D y un orden lo suficientemente grande. Este tipo de grafos puede redefinirse 
como grafos compuestos, utilizando como grafo principal el grafo subyacente de cierto 
digrafo línea iterado.  
Esta caracterización es la clave para probar que los grafos pertenecientes a estas 
familias son soluciones al problema (∆ ,D,D+1,1). Una aplicación importante de este 
problema se da en redes de transporte; si falla algún nodo o arista de la red debemos 
tener un camino alternativo dispuesto que no exceda un determinado valor.  
 
3.1 PROBLEMA DEL TIPO ( ∆  ,D,D’,s) 
Se pretende encontrar grafos de grado máximo ∆  y diámetro D, cuyos subgrafos 
producidos al eliminar cualquier conjunto de s vértices, con s comprendido entre 1 y 
1−δ  (siendo δ el mínimo grado) tengan un diámetro de, como mucho, D’. En este 
documento tomaremos s = 2. Para construir estos grafos se recurre a diversas técnicas 
de composición de grafos, que se muestran a continuación. 
 
3.2 TÉCNICAS DE COMPOSICIÓN DE GRAFOS. 
Se usa para construir este tipo de grafos que hemos definido antes. Este método consiste 
en combinar unas cuantas copias de uno o dos grafos de acuerdo con la estructura de 
otro, llamado grafo principal.  
Definición 3.2.1 
Sean ( )111 ,EVG =  y ( )222 ,EVG =  dos grafos. Entonces [ ] ( )EVGG ,12 =  es un grafo 
obtenido mediante el siguiente procedimiento:  
Cada vértice x perteneciente a 2V  es reemplazado por una copia de 1G , representada 
como xG1 . Los nuevos vértices se denotan como )',( xx , donde 1' Vx ∈ . 






∈===  (9) 
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Cada arista  xy perteneciente a 2E  es reemplazada por al menos una arista que una un 
vértice de xG1  con otra de 
yG1 .   
( )( ) [ ]( ) EGGEyyxxVyxExy =∈∈∃⇒∈ 1212 ',',/','  
Ejemplo 3.2.1 
Consideremos los grafos 3K y 4K de la Figura 29:  
 
Figura 29: Grafos 3K y 4K . 
Construimos [ ]34 KK  tal y como indica la definición, por tanto, el grafo resultante de 
componer estos dos es el que se muestra a continuación:  
 
Figura 30: Grafo compuesto simple sin etiquetar [ ]34 KK  
Para este caso resulta que el grado máximo es 3, valor que coincide con el grado 
mínimo. El número de aristas es 18 y el número de vértices 12.  
Del mismo modo, obtenemos el grafo compuesto [ ]33 KK  mostrado en la Figura 31. 
Obsérvese que [ ]33 KK  es un subgrafo de [ ]34 KK .  
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Figura 31: Grafo compuesto simple sin etiquetar [ ]33 KK  
Definición 3.2.2 
Sean ( )2222 ,EVUG ∪=  un grafo bipartito y ( )111 ,EVG = , ( )111 ','' EVG =  dos grafos. 
Entonces, la composición [ ] ( )EVGGG ,', 112 =  denotará un grafo obtenido del modo 
siguiente:  
Cada vértice x de una parte 2U  será sustituido por una copia 
xG1  de 1G  y cada vértice 
de la otra parte 2V  será reemplazado por una copia 
yG1  de 1'G . 









∪==  (10) 
 
Cada arista yx de 2E  será sustituida, por lo menos, por una arista entre copias de los 
grafos, es decir: 
( )( ) [ ]( ) EGGGEyyxxVyVxExy =∈∈∈∃⇒∈ 112112 ',',',/',' , 
de manera que cada vértice del nuevo grafo tiene que ser un vértice terminal de, al 
menos, una de las aristas de los grafos copia. El grafo 2G  se denomina grafo principal 
de la composición. 
 
Ejemplo 3.2.2  
Sea 2,3K  el grafo bipartito principal, ilustrado en la Figura 32:  
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Figura 32: Grafo 2,3K . 
Consideremos como copias 1G  y 1'G  el ciclo 4C  y el grafo completo 3K . 
 
Figura 33: Definimos los grafos a que vamos a usar como vértices del principal. 
Realizando la composición obtenemos el grafo siguiente:  
 
Figura 34: Grafo compuesto [ ]342,3 ,KCK  
 
3.3 TIPOS DE GRAFOS COMPUESTOS 
La Definición 3.2.1 corresponde a tres construcciones conocidas. La primera de ellas 
fue introducida por Bermond et al. [BDQ82]; se imponía una arista entre copias. A este 
tipo de grafo se le llama grafo compuesto básico.  
La segunda construcción, considerada por Delorme [D85], es la denominada como 
grafo compuesto bipartito, de la que se ofrece un ejemplo a continuación. Tomamos un 
grafo bipartito 1B , que realiza la función del grafo 1G  y reemplazamos cada arista de 
2G  por una o dos aristas entre copias. 
  30 
Ejemplo 3.3.1 
 
Figura 35: Grafo 3K como principal de la composición. 
Realizamos la composición tal y como queda reflejado en la Figura 36. 
 
Figura 36: Grafo compuesto bipartito con dos aristas entre copias. 
La tercera construcción es la de Fiol y Fàbrega [FF83]. Los grafos resultantes se llaman 
grafos compuestos FF y su construcción se realiza de manera similar a la del caso 
anterior, con la salvedad que ahora cada arista del grafo 2G  es reemplazada por cuatro 
aristas entre copias, tal y como puede verse en la Figura 37:  
 
Figura 37: Grafo compuesto FF. Para clarificar las uniones entre copias se han pintado las aristas de distinto color. 
De acuerdo con la Definición 2.2, Delorme y Quisquater introdujeron en [DQ86] los 
grafos compuestos ΛDQ . Este tipo de grafo resulta ser una composición de tipo 
[ ]102 ,GBBDQ =Λ , siendo 0B  un grafo bipartito.  
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Debido a la enorme cantidad de aristas que pueden llegar a tener los grafos que 
podemos construir utilizando el método de la Definición 2.2 esquematizaremos esta 
construcción tal y como se muestra en la Figura 38. 
 
Figura 38: Esquema de los grafos compuestos ΛDQ  
En el esquema, los rectángulos U2 y V2 simbolizan las partes del grafo principal y, en 
cada una de ellas, se hallan las respectivas copias de los grafos 0B  y 1G . Nótese que, en 
este caso, para resaltar que el grafo 0B  es bipartito  se ha dibujado una línea horizontal 
que separa sus dos vértices y que éstos se han pintado con colores distintos. 
Otro caso es el propuesto por Gómez y Fiol en [GF85]: el grafo compuesto 10 BB ∇ , un 
grafo de tipo [ ]102 ,BBG , con 10 ,BB  bipartitos. Este caso puede subdividirse en dos 
más; el del grafo bipartito (con dos aristas entre copias) o el caso no bipartito (con 
cuatro aristas entre copias). En ambas construcciones se considera, por parte de los 
autores, el grafo principal como un grafo bipartito completo. Veremos, a continuación 
los esquemas que representan a estos tipos de grafos.  
 
Figura 39: Grafo 10 BB ∇ ; caso  bipartito 
 
Figura 40: Grafo 10 BB ∇ ; caso no bipartito. 
El orden de los grafos compuestos sigue directamente del orden de los grafos originales: 
[ ]( ) ( ) ( )1212 GnGnGGn ⋅= . Su grado máximo y el diámetro dependen del número de 
aristas entre copias que tenga y de cómo están situadas.  
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Veamos otra manera alternativa de definir el diámetro de un grafo o digrafo. 
 
Definición 3.3.1  
Sea ( )EVG ,=  un grafo conexo de orden nVG == . Dados dos vértices x, y 
pertenecientes a V, d(x,y) es el número de aristas de un camino corto entre x e y; es 
decir, la distancia entre los vértices x e y. Definimos el diámetro D como:  
( ){ }VyxyxdmáxD ∈= ,/,  (11) 
El diámetro es la máxima de las mínimas longitudes de los caminos que unen dos 
vértices x e y. 
Proposición 3.3.1  
Sean 12 ,GG  y 1'G  tres grafos cuyos diámetros son respectivamente 12 ,DD  y 1'D .  
a) Si D es el diámetro de un grafo compuesto básico, entonces: 
( ) 121 1 DDDD +⋅+≤  (12) 
Podemos ver un ejemplo utilizando los grafos que se muestran en la Figura 41: 
 
Ejemplo 3.3.2  
Usaremos los grafos completos de cuatro y cinco vértices, 4K .y 5K respectivamente. 
En cualquier grafo completo podemos ir de un vértice a cualquier otro mediante tan sólo 
una arista y, por lo tanto, el diámetro en este tipo de grafos es siempre 1.  
 
Figura 41: Grafos  completos 4K  y 5K . 
Según la Proposición 2.1, el diámetro del grafo resultante debe ser menor o igual que 
( ) 31111 =+⋅+ , es decir, que deberíamos ser capaces de llegar desde un vértice 
cualquiera del grafo compuesto a otro cruzando, como mucho, por tres aristas.  
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Si realizamos la composición  y coloreamos un viaje desde un vértice a otro obtenemos 
el siguiente resultado:  
 
Figura 42: Grafo compuesto simple. 
En  este caso podemos fijarnos en lo siguiente: si queremos ir a un vértice situado en la 
misma copia de 1G tan sólo tendremos que contar una arista (en caso de tener subgrafos 
completos como el que nos ocupa). El recorrido puede verse pintado de color amarillo. 
Si queremos desplazarnos a un vértice situado en otra copia de 1G  pueden pasar tres 
cosas: que nuestro vértice de partida sea adyacente al vértice al que queremos 
desplazarnos mediante una arista que los une (llamada rama de cruce); en este caso tan 
sólo deberemos contar una arista (también en amarillo). Un segundo caso sería el que 
uno de los vértices está conectado mediante una rama de cruce y el otro no: deberemos 
viajar por esa rama de cruce y, como mucho, hacer un viaje en el interior del subgrafo 
correspondiente para llegar a nuestro vértice de destino. Siempre contaremos dos aristas 
(ambos trayectos en magenta). Por último, el tercer caso que nos ocuparía sería aquél en 
que queremos conectar dos vértices que no unen sus respectivas copias mediante una 
rama de cruce; en este caso deberemos realizar dos viajes dentro de cada subgrafo y uno 
por la rama de cruce correspondiente; en este caso el viaje será el más largo de todos 
(pintado en azul) y el que corresponde al diámetro del grafo compuesto; puede verse 
que, a lo sumo, será 3. 
b) Si D es el diámetro de un grafo bipartito compuesto, entonces resulta que:  
121 DDDD +⋅≤  (13) 
 
Ejemplo 3.3.3  
Para comprobar la proposición 3.1 en grafos bipartitos compuestos usaremos los 
siguientes grafos:  
 
Figura 43: Grafos 2G  y 1G  de izquierda a derecha de la imagen. 
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Figura 44: Grafo compuesto bipartito con una arista entre copias. 
En este caso el camino mínimo más largo para unir dos vértices consta de seis aristas. El 
diámetro de los grafos usados para realizar la composición es 2. Por tanto, el diámetro 
máximo que puede tener un grafo compuesto bipartito como el de la figura ha de ser, a 
lo sumo, 6.  
c) Si el grafo compuesto es de FF su diámetro se puede calcular de la siguiente 
manera: 1121 −+⋅≤ DDDD  
Ejemplo 3.3.4 
Componiendo los grafos de la Figura 45 obtenemos el resultado siguiente, cuyo 
diámetro debe ser, a lo sumo, de 5. 
 
Figura 45: Grafo compuesto FF. 
En este caso es prácticamente imposible encontrar un camino que una dos vértices 
cualesquiera de este grafo en el que podamos contar más de tres aristas. Hay que 
recordar que en este tipo de grafos unimos las copias con cuatro aristas o ramas de 
cruce.  
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d) Grafos compuestos ΛDQ . En este caso, el diámetro puede calcularse de la 
siguiente manera: ,  
( ) 2/1'112 ++⋅≤ DDDD  (14) 
Siendo el diámetro 2D  par. 
e) Grafos compuestos 10 BB ∇  con cuatro aristas entre copias. Para este caso el 
diámetro se calcula como:  
( ) 2/'112 DDDD +⋅≤  (15) 
Siendo el diámetro 2D par. 
f) Para grafos bipartitos compuestos 10 BB ∇  con dos aristas entre copias, siendo 
2D par, el diámetro D será: 
( )( ) 2/2'112 ++⋅≤ DDDD  (16) 
 
3.4 GRAFOS SOBRE ALFABETO 
Otra manera muy conocida de obtener grandes grafos ( )D,∆  es mediante el diseño de 
grafos sobre alfabeto. Estos grafos se construyen etiquetando los vértices con una 
palabra cuyas letras son de un de un alfabeto dado, junto a una regla que relaciona pares 
de palabras diferentes para definir las aristas.  
En primer lugar, describiremos la técnica del Digrafo Línea [BFF95], introducida por 
Aigner, ya que es un buen método general para construir digrafos densos con un grado y 
un diámetro fijados. 
El digrafo línea LG de un digrafo G es un nuevo digrafo en el que cada uno de sus 
vértices representan un arco del digrafo original. Por tanto, { })(),/()( GAvuuvLGV ∈=  
y un vértice uv es adyacente a otro wz sí y sólo sí v=w, es decir, cuando el arco (u,v) es 
adyacente al (w,z) en G. De la definición se desprende que el orden de LG es igual al 
número de arcos de G, es decir, igual a su tamaño; por tanto, )(( GALGV = . Además, 
se observa que los grados de entrada y de salida de un vértice de LG son tales que 
)()( vuv ++ = δδ  y )()( vuv −− = δδ . Por tanto, los grados mínimo y máximo de entrada y 
de salida de LG coinciden con los de G, es decir, δδδ == )()( GLG  y 
∆=∆=∆ )()( GLG . Así pues, si G es d-regular y tiene orden n, entonces LG es d-
regular y tiene orden dn.  
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La proposición que se enuncia a continuación describe el comportamiento del diámetro 
respecto a digrafos línea.  
Proposición 3.4.1  
Sea G un digrafo conectado diferente de un ciclo dirigido. Entonces, el diámetro del 
digrafo línea de G, LG, es una unidad mayor que el diámetro de G. Es decir:  
1)()( += GDLGD  (17) 
Demostración: 
Sean uv y wz dos vértices distintos de LG. Ahora, consideremos un camino de v 
a w en G, wvvvP k 11 ,,: −K , con longitud mínima )(),( GDwvdk ≤= . A partir de 
este camino encontramos un camino de uv a wz en LG, que llamaremos 
wzwvvvvvuvP k ,,,,,:' 1211 −K , cuya longitud mínima es 1)(1 +≤+ GDk . Como 
todos los caminos de uv a  wz han de ser de esta forma, tenemos que 
1),(),( += wudwzuvd , si wzuv ≠ . Por lo tanto, 1)()( +≤ GDLGD . Ahora, 
para probar que 1)()( += GDLGD , tan sólo queda encontrar dos arcos distintos 
de G, (u,v), (w,z), tales que )(),( GDwvd = . Podemos asegurar su existencia 
siempre que G no sea un ciclo dirigido.  
Si G  es un digrafo bipartito con partes 0V  y 1V , entonces LG también es bipartito y sus 
partes están formadas respectivamente por los arcos de 0V  a 1V  y por los arcos que van 
de 1V  a 0V . Para cualquier 1>k , el digrafo línea k-iterado, denotado por )(GL
k , se 
define recursivamente como )()( 1 GLLGL kk −= . Por tanto, )(GLk  es también d-regular, 
tiene nd k  vértices y diámetro 
kGDGLD k += )()((  (18) 
Veremos un ejemplo de la utilización de la técnica del digrafo línea partiendo del 
digrafo mostrado en la Figura 46: 
 
Figura 46: Digrafo  completo de tres vértices, denominado K3. 
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Ejemplo 3.4.1 
Partiendo del digrafo 3K , realizaremos la técnica del digrafo línea sobre él para obtener 
el digrafo que se muestra en la Figura 47: 
 
Figura 47: Digrafo línea del grafo anterior. 
La técnica del digrafo línea también es aplicable al caso no dirigido aunque, sin 
embargo, los resultados son muy distintos, tal y como puede observarse en las figuras 
que se muestran a continuación:  
Ejemplo 3.4.2 
 
 Figura 48: Grafo con cuatro vértices. 
El nuevo grafo creado a partir del de la Figura 48 es tal que el conjunto de los vértices 
puede expresarse como: { }34,24,23,14,13,12)( =LGV . El resultado se observa en la 
Figura 49. Nótese que el número de aristas coincide con el número de vértices del grafo 
anterior. 
 
Figura 49: Digrafo arista creado a partir del de la figura anterior. 
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Como hemos visto, la técnica del digrafo línea nos permite generar, a partir de un 
digrafo cualquiera, otros tantos que pueden considerarse como "densos". Dentro de este 
nuevo conjunto de digrafos densos pueden establecerse diversas familias básicas de las 
que destacan las que presentamos a continuación: 
 
3.5 DIGRAFOS DE KAUTZ 
El digrafo de Kautz ( )DK ,δ se obtiene considerando sólo los vértices representados por 
palabras cuyas letras consecutivas (elementos del alfabeto X) son diferentes, es decir, 
ii xx ≠+1 , 11 −≤≤ Di .  
Otra manera, quizás más sencilla, de construir los digrafos de Kautz de grado d y 
diámetro D es hacerlo a partir de los grafos completos de d+1 vértices, pudiendo 





D KLDdK , es decir, para construir un digrafo de 
Kautz de grado d y un diámetro D, hemos de aplicar la técnica del digrafo línea D-1 
veces sobre el grafo completo de orden d+1 y, por tanto, el número de vértices de 
),( DdK es )1(1 +⋅− dd D . 
A modo de ejemplo de cómo funciona este método, vamos a construir el digrafo 
)2,2(K . Para ello utilizamos el grafo completo de tres aristas 3K que aparece en la 
Figura 46 y aplicaremos la técnica del digrafo línea sobre él, obteniendo el resultado de 
la Figura 47, que es el )2,2(K , el digrafo de Kautz de grado 2 y diámetro 2. Nótese que 
el diámetro aumenta, tal y como se dice en la Proposición 3.4.1, en una unidad. 
 
3.6 DIGRAFOS DE DE BRUJIN 
Uno de los digrafos sobre alfabeto más conocidos es el digrafo de De Brujin, que 
notaremos como ( )DdB ,  y que se construye de la forma siguiente: tenemos un conjunto 
de vértices dXX D =, , y las condiciones de adyacencia que siguen: 
{ } { }XxxxxXxxxxxxxx DDDDD ∈∪∈=Γ −+++ 0110113221 /.../...)...(  (19) 
Siendo +Γ  los vecinos de salida del vértice )...( 21 Dxxx . Como ocurre en el caso de los 
digrafos de Kautz, podemos construir este tipo de digrafos a partir de otros completos 
utilizando la técnica del digrafo línea; en este caso, partiendo del digrafo completo y 
simétrico *dK  realizamos la operación que sigue:  
( ) )(, *1 dD KLDdB −= ; el asterisco indica que el digrafo completo un lazo en cada uno de 
sus vértices. 
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Ejemplo 3.6.1 
En este caso aplicaremos la operación del digrafo línea dos veces con el fin de obtener 
el digrafo de De Brujin de grado 2 y diámetro 3.  
 
Figura 50: Digrafo completo 
*
2K  
Aplicando por primera vez la operación  para obtener el digrafo línea derivado de éste 
obtendremos el digrafo de De Brujin )2,2(B , que se muestra en la Figura 51. 
 
Figura 51, digrafo línea del digrafo anterior. 
Volviendo a realizar la misma operación por segunda vez obtenemos el digrafo que 
buscábamos, es decir el )3,2(B .  
 
Figura 52: Digrafo de de Brujin de grado 2 y diámetro 3, B(2,3). 
 
 
3.7 MATRICES DE COLAS Y DE CABEZAS 
En [BMF03] fueron introducidos dos tipos de matrices que jugarán un papel muy 
importante a la hora de representar los digrafos que estamos estudiando.  
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Definición 3.7.1 
Sea G un digrafo con vértices { }nvvvGV ,...,,)( 21=  y arcos { }naaaGA ,...,,)( 21= . 
Definimos la Matriz de incidencia de Cabezas del digrafo G, denotada por H(G) 














Sea G un digrafo con vértices { }nvvvGV ,...,,)( 21=  y arcos { }naaaGA ,...,,)( 21= . 
Definimos la Matriz de incidencia de Colas del digrafo G, denotada por T(G) como la 





caso otroen      ,0
);,( si ,1 ij
ij
va
T  (21) 
Para ver cómo funcionan estas matrices lo ilustraremos con un ejemplo. 
 
Ejemplo 3.7.1 
Escribiremos la matriz de cabezas y la matriz de colas de los digrafos que aparecen en 
las Figuras 50 y 51. En este caso notaremos con un subíndice 1 a las matrices del grafo 
de la Figura 50 y con subíndice 2 a las matrices del grafo de la figura 61. Los resultados 































)(1 DT  
Figura 53: Matrices de colas y de cabezas asociadas al digrafo de la Figura 60. 
En este caso, las filas hacen referencia a los vértices y las columnas a los arcos 
correspondientes. Para el digrafo de la Figura  51, los resultados obtenidos son los 
siguientes: 















































)(2 DT  
Figura 54: Matrices de colas y de cabezas asociadas al digrafo de la Figura 61, B(2,2). 
En las matrices, las filas hacen referencia a los vértices y las columnas a los arcos del 
correspondiente digrafo; nótese que la ordenación, tanto de las filas como de las 
columnas, es totalmente subjetiva. 
Lema 3.7.1 
Sean )(GA  y )(LGA las matrices de adyacencia del digrafo G y del digrafo línea LG 
respectivamente. Sean H y T las matrices de cabezas y de colas asociadas a G, luego:  
)(GAHT T =   y   )(LGAHT T = . (22) 
 
Podemos comprobarlo efectuando el producto de las matrices de cabezas y de colas del 
ejemplo anterior:  


































 que, efectivamente, coincide con la matriz de 
adyacencia correspondiente al digrafo *2K mostrado en la Figura 50.  
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Por otro lado, efectuando el producto )(LGAHT T = , obtenemos el resultado que sigue 










































; puede observarse que este resultado coincide 
con la matriz de adyacencia del digrafo B(2,2), mostrado en la Figura 52. 
En efecto, si calculamos la matriz de adyacencia de dicho digrafo obtenemos el 
























)(LG  Efectuando operaciones elementales de fila y de 
columna puede obtenerse la matriz anterior.  
Así pues, podemos construir digrafos de Kautz o de De Brujin a partir de sus matrices 
de colas y cabezas así como aplicar el operador del digrafo línea en general a partir de 
este procedimiento. 
 
3.8 CÁLCULO DEL DIÁMETRO DE GRAFOS Y DIGRAFOS 
Una manera de calcular el diámetro de un digrafo (y, consecuentemente, de un grafo) es 
hacerlo mediante su matriz de adyacencia, tal como se explica en la proposición 
siguiente. 
Proposición 3.8.1 
Sean G(V,A) un digrafo cualquiera de diámetro n, A(D) su matriz de adyacencia 
asociada de n filas x n columnas  e nI , la matriz identidad del mismo orden que A(D). 
Entonces,  
MAAAAI =+++++ )()()()( 32 GGGG kn K  (23) 
donde la  matriz resultante M no tiene ningún cero, es decir, está completamente llena y 
el valor k del exponente en el que, por primera vez ocurre esto, es el que nos indicará el 
valor del diámetro del digrafo. 
Ejemplo 3.8.1 
Retomemos el digrafo de la Figura 52, de grado 2 y diámetro 3, B(2,3). 
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Figura 55: Digrafo de De Brujin de grado 2 y diámetro 3. 








































)( 23BA  








































































))3,2((3 BA  
Así pues, sumando la identidad a estas tres matrices obtendremos ya, para el tercer paso, 
una matriz completamente llena (de hecho, tal y como puede verse, ))3,2((3 BA ya lo 
es). La matriz M  se consigue con ))3,2((3 BA  y, por lo tanto, el diámetro de )3,2(B  es 
3.  
Este resultado es consecuencia directa del Teorema 1.4, citado y demostrado en 
la introducción de este estudio. 
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3.9 CONJUNCIÓN DE GRAFOS Y FAMILIAS DE DIGRAFOS DE KAUTZ Y 
DE DE BRUJIN 
Dados dos digrafos (o grafos) cualesquiera, ),( 111 EVG = y ),( 222 EVG = , denotamos la 
operación 21 GG ⊗  como la conjunción de dos digrafos (o grafos) y la definimos del 
modo siguiente:  
Definición 3.9.1 
V( 21 GG ⊗ )= 1V x 2V . Dos vértices ),(),,( 2121 wwvv son adyacentes sí y sólo sí iv  y iw  
son adyacentes en iG ; i = 1, 2. 
Si iG  es un digrafo ),( ii D∆ , con iN  vértices, entonces 21 GG ⊗  es un digrafo 
)',( 21 D∆∆ con 21NN  vértices.  
Sin embargo, es posible que el diámetro del digrafo resultante de esta operación 
+∞='D ; puede ocurrir aun siendo los digrafos iG  fuertemente conexos. Es un caso que 
se da, por ejemplo, cuando aplicamos esta operación con el digrafo de Kautz de segundo 
orden 2K  y con el ciclo 4C , como podrá verse en el Ejemplo 3.2 aplicado al caso no 
dirigido.   
Ejemplo 3.9.1 
A continuación se muestra un ejemplo de cómo se realiza la conjunción de dos grafos. 
Nótese que el procedimiento también puede aplicarse del mismo modo para el caso 
dirigido. Para ello, utilizaremos los grafos 
 
Figura 56: Grafo completo 
*
2K  y grafo de 4 vértices 2G . 
La conjunción 2
*
2 GK ⊗ , gráficamente nos da el resultado que se muestra a 
contuinuación:  
 
Figura 57: Resultado de la operación de conjunción de grafos. 
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Ejemplo 3.9.2 
Siguiendo las pautas del ejemplo anterior, ahora realizaremos un ejemplo con los grafos 
2K  y el ciclo 4C : 
 
Figura 58: Grafo 2K y ciclo 4C . 
Realizando la composición obtenemos el grafo siguiente:  
 
Figura 59: Resultado de la composición de los grafos de la Figura 58. 
Como se ha mencionado en la Definición 3.9.1, puede darse que la conjunción de dos 
grafos conexos sea un nuevo grafo no conexo, es decir, con un diámetro infinito. 
La conjunción de grafos presenta una propiedad muy interesante que se ilustra en la 
siguiente proposición:   
Proposición 3.9.1 
Para dos grafos cualesquiera ),( 111 EVG = y ),( 222 EVG = , resulta que:  
)()()G( 2121 GLGLGL ⊗≅⊗  (24) 
Es decir, los grafos resultantes son isomorfos.  
 Demostración: 
Sean ),( 11 vu y ),( 22 vu aristas de los conjuntos )( 1GE  y )( 2GE . Consideramos 
una aplicación uno-a-uno denotada por φ  desde ))(( 21 GGLV ⊗ hacia 
)( 21 LGLGV ⊗ , siendo ),()),)(,(( 22112121 vuvuvvuu =φ . Podemos decir que φ  es 
un isomorfismo ya que preserva la adyacencia. Efectivamente, ),)(,( 2121 vvuu es 
adyacente a otro vértice ),)(,( 2121 bbaa de )( 21 GGL ⊗  sí y sólo sí 
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),(),( 2122 aavv = , que equivale a decir que ),( 2211 vuvu es adyacente a 
),( 2211 baba en 21 LGLG ⊗ . 
Consideremos, pues, tres familias de dígrafos en alfabeto que, a su vez, también son 
familias de digrafos línea iterados.  
Sean m,n y h enteros mayores que 1 y sea { }mJm ,,2,1 K= .  
La primera familia que es, en realidad, una familia de digrafos de De Brujin se define tal 
y como se muestra a continuación:  
Definición 3.9.2 
Definimos los digrafos tipo ),,( hnmG I por su conjunto de vértices, denotado por V, y 
que se expresa de la siguiente manera:  
[ ] ( )( ) ( ){ }nimihhhnm JxJxxxJJV ∈∈=×= ,/,,, 2211 ββββ K   
Su regla de adyacencia es:  
( )( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ }nmhhhh JxJxxxxxx ∈∈=Γ −−+ 001111002211 ,/,,,,,, βββββββ KK  
Esta familia de digrafos presenta las siguientes propiedades:  
a) Son isomorfos con los digrafos de De Brujin: )(),( *1 mn
h KLhmmB −≅  
b) Son regulares, con grado y diámetro ),(),( hmnD =∆  
c) Sus grafos subyacentes tienen mn2=∆ y hD =  
 
Definición 3.9.3 
La segunda familia (que para m=1 es, simplemente, una familia de digrafos de Kautz) se 
denota como ),,( hnmG II . Su conjunto de vértices es el que se describe a continuación:  
[ ] ( )( ) ( ){ }112211 ,,/,,, ++ ≠∈∈=×= iinimihhhnm xxJxJxxxJJV ββββ K  
Su regla de adyacencia es:  
( )( ) ( ){ } ( )( ) ( ) { }{ }11001111002211 ,/,,,,,, xJxJxxxxxx nmhhhh −∈∈=Γ +−−+ βββββββ KK  
Esta familia de digrafos tiene las siguientes propiedades:  
a) Son isomorfos a los digrafos ( ) ( )hnKhmB ,, ⊗  




h KKL  
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c) Son digrafos regulares de grado y diámetro )1,(),( +=∆ hmnD  
d) El diámetro de su grafo subyacente es h+1 y si 3≥h  su grado máximo es 2mn 
 
Definición 3.9.4 
Definimos el dígrafo bipartito ),,,,( 1100 hnmnmG
III , donde los enteros 200 ≥nm , 
211 ≥nm  y h es impar y mayor que 1. Sus dos conjuntos de vértices son:  
( )( ) ( ){ }10102211 ,,,/,,, njnimjmihh JyJxJJyxyU ∈∈∈∈= γβγβγ K  
( )( ) ( ){ }10102211 ,,,/,,, njnimjmihh JyJxJJxyxV ∈∈∈∈= γββγβ K  
Cuya regla de adyacencia es la que se muestra a continuación: 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }00001111002211 ,/,,,,,, nmhhhh JxJxyxyxy ∈∈=Γ −−+ ββγβγβγ KK  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }10101111002211 ,/,,,,,, nmhhhh JyJyxyxyx ∈∈=Γ −−+ γγβγβγβ KK  
Esta familia de digrafos tiene las siguientes propiedades:  
a) Son isomorfos a los digrafos línea bipartitos )( 11,00
1
nmnm
h KL −  
b) Su grado mínimo es { }11,00min nmnm  y su grado máximo y su diámetro 
son { } )1,11,00(max),( +=∆ hnmnmD  
c) Su grafo subyaciente tiene diámetro h+1 y grado máximo m0n0+m1n1. 
 
Las propiedades de estas tres familias de grafos, así como sus demostraciones se 
encuentran en [GPB03] con detalle. 
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4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y RESULTADOS PRELIMINARES 
 
El objetivo del presente documento es estudiar la vulnerabilidad del diámetro en los 
grafos composición que se han introducido frente al fallo de dos o más vértices. Además 
estudiamos propiedades estructurales de subgrafos creados tras la eliminación de 
vértices.  
 
4.1 MÉTODO DE TRABAJO 
En [BDF83] se estudió el incremento del diámetro tras la eliminación de un solo 
vértice; en este documento se aborda el mismo problema tras la eliminación de dos 
vértices en diversos tipos de grafos. En primer lugar se eliminan dos vértices concretos 
con el objetivo de observar tendencias que puedan ayudarnos a predecir cómo afectará 
al diámetro la supresión de dos vértices cualesquiera. 
 
Para obtener resultados particulares, se ha desarrollado una aplicación en Microsoft 
Excel. Para ello, utilizamos las matrices de adyacencia de los grafos y la Proposición 
3.8.1 que, según la expresión (23) decía que 
 
MAAAAI =+++++ )()()()( 32 GGGG kn K  (23) 
 
siendo M una matriz llena y k el menor exponente cuyo valor es igual al diámetro del 
grafo. Utilizando una macro en Visual Basic calculamos el producto de las potencias de 
la matriz de adyacencia hasta que obtenemos la matriz llena M, con la salvedad que no 
examinamos la diagonal (y, por tanto, no sumamos la identidad ), ya que los elementos 
de la diagonal indican el número de ciclos a los que pertenece un vértice, lo que no 
afecta al diámetro del grafo. 
 
Los elementos diagonales de )(2 GA dan el grado de cada vértice, que también puede 
obtenerse como la suma de los elementos de cada fila de la matriz de adyacencia )(GA . 
 
Se ha optado por utilizar hojas de cálculo por la facilidad que ofrecen para introducir 
elementos como vectores o matrices así como para poderlas modificar cuando sea 
necesario. Lógicamente, los grafos con los que trabajamos están limitados por el tamaño 
de la hoja de cálculo y, cuantos más vértices tengan más tiempo llevará obtener el 
resultado. Una de las mayores ventajas que representa trabajar con este programa es 
que, para suprimir un vértice de un grafo, tan sólo debemos eliminar la fila y la columna 
que le representan en la matriz de adyacencia, sin tener que rescribirla de nuevo. 
 
El código del programa y las instrucciones para su utilización se encuentran anexos a 
este documento. 
 
El incremento del diámetro en este tipo de grafos, tras la eliminación de dos vértices, se 
resume en los pasos siguientes:  
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a) Definición del grafo 0G y escritura de su matriz de adyacencia )( 0GA  
b) Supresión un vértice cualquiera y comprobación del diámetro del nuevo grafo 
1G . 
c) Sean { } )(, 11 GVvv n =K . Se elimina iv de 1G  y se calcula el diámetro de ivG −1  
para ni K1= . 
d) A raíz de los valores de )( 1 ivGD − , ni ...1= , determinar configuraciones 
estructurales y posibles tendencias. Finalmente formular posibles resultados. 
 
4.2 ELIMINACIÓN DE DOS VÉRTICES EN  GRAFOS COMPUESTOS SIMPLES 
Siguiendo el orden en el que se han introducido los grafos composición objeto de 
estudio en las secciones anteriores, se empieza con los grafos compuestos simples. 
Por simplicidad nos hemos centrado en grafos n-regulares. Estos pueden obtenerse 
mediante la composición de dos grafos completos, de manera que el grafo principal es 
el de orden mayor y el que ocupa los vértices de éste es el grafo completo de orden 
inferior en una unidad, como el grafo [ ]34 KK , mostrado en la Figura 60.  
 
Figura 60: Grafo compuesto simple [ ]34 KK  
Para trabajar con la matriz de adyacencia del grafo es preciso etiquetar los vértices. En 
este tipo de grafo se ha optado por numerar los vértices en sentido horario y de fuera 
hacia dentro, tal y como puede verse en la Figura 61. 
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Figura 61: Grafo compuesto simple [ ]34 KK  etiquetado. 
En lo sucesivo, para ilustrar los resultados, utilizaremos tablas donde incluiremos el 
nombre del vértice, su grado en el grafo original (tras haber eliminado el primer vértice) 
y el diámetro del nuevo grafo tras haber eliminado ese vértice. 
A modo de ejemplo, describimos el proceso empleado con el grafo [ ]67 KK  aunque no 
escribiremos en el documento la matriz de adyacencia de este grafo debido a su gran 
tamaño.  
Ejemplo 4.2.1 
Los grafos que se usan para realizar la composición son los grafos completos 7K como 
principal y 6K , que se muestran en la Figura 62 sin etiquetar. 
 
Figura 62: Grafos completos 7K  y 6K  
 
El grafo compuesto simple resultante es un grafo de tipo 6-regular que presenta una 
simetría central. Este hecho fue fundamental en [GPB03] para demostrar que, 
eliminando cualquier vértice del grafo composición, los grafos resultantes son 
isomorfos y, por tanto, tienen el mismo diámetro. 
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El resultado de la composición se muestra en la Figura 63:  
 
Figura 63: Grafo compuesto simple [ ]67 KK  
Las propiedades que presenta este grafo son las que se detallan a continuación:  
a) Es un grafo 6-regular.  
b) Su diámetro es 3.  
c) En virtud de la simetría central, eliminemos el vértice que eliminemos siempre 
obtendremos el mismo grafo con diámetro 4. 
A continuación procedemos a la eliminación de uno de los vértices. Elegimos el vértice 
número 42, obteniendo un nuevo grafo con diámetro igual a 4, que llamaremos 1G . El 
siguiente paso consiste eliminar de 1G  y anotar el diámetro del grafo resultante. Este 









1 6 5 
2 6 4 
3 6 4 
4 6 5 
5 6 5 
6 6 5 
7 6 5 
8 6 4 
9 6 4 
10 6 4 
11 6 4 
12 6 5 
13 5 4 
14 5 4 
15 6 4 
16 6 5 
17 6 5 
18 6 4 
19 6 5 
20 6 5 
21 6 4 
22 6 4 
23 6 5 
24 6 5 
25 6 4 
26 6 4 
27 5 4 
28 5 4 
29 6 4 
30 6 4 
31 6 4 
32 6 4 
33 5 4 
34 6 5 
35 6 4 
36 6 5 
37 6 4 
38 6 4 
39 6 5 
40 6 4 
41 5 4 
Tabla 1: Resultados tras eliminar el segundo vértice 
 
En este caso concreto puede verse que 
existen dos conjuntos de vértices 
distintos: 
Un conjunto de vértices que, tras ser 
eliminados, hacen que el nuevo grafo 
tenga un diámetro 5 (pintados de color 
naranja en la tabla). A este conjunto de 
vértices, lo denotamos por [ ]1GB  "bad", 
siendo 1G  el grafo resultante de haber 
eliminado el vértice número 42. 
Un conjunto de vértices que, al ser 
eliminados del grafo, dan como 
resultado un nuevo grafo cuyo diámetro 
se mantiene en 4 (pintados de color 
verde en la tabla). A este conjunto de 
vértices que mantienen el diámetro los 
denotamos por [ ]1GN  "nice", siendo 1G  
el grafo resultante de haber eliminado el 
vértice número 42. 
Siguiendo la numeración de los vértices 
del grafo original podemos observar el 
tipo de relación que hay entre estos dos 
nuevos conjuntos de vértices.  
También es posible determinar el 
cardinal de cada uno de estos dos 
nuevos conjuntos; así pues, [ ] 151 =GB  
y [ ]1 26N G = . 
Finalmente, podemos ver los subgrafos 
inducidos por estos dos nuevos 
conjuntos, cuyos resultados mostramos 
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Figura 64: Grafo G con sus dos conjuntos de vértices indicados. En verde encontramos los vértices del conjunto [ ]1GN  y en 
naranja los vértices [ ]1GB . 
En las siguientes figuras podemos ver los subgrafos inducidos por los vértices 
pertenecientes a cada uno de los conjuntos que se han originado: 
 
Figura 65: Grafo inducido por los vértices pertenecientes al conjunto [ ]1GB . 
Tal y como puede apreciarse en la figura, el grafo inducido por los vértices del conjunto 
[ ]GB  está formado por una raíz o "Cuore" que es un grafo completo 5K y unas "patas" 
con dos vértices cada una que se extienden desde los vértices del centro. 
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Figura 66: Grafo inducido por los vértices pertenecientes al conjunto [ ]1GN  
El conjunto de vértices [ ]1GN  forma tres grafos completamente separados entre sí. Un 
grafo completo 5K , un vértice aislado que corresponde al vértice 33 adyacente al 
vértice eliminado del grafo composición original y un tercer grafo [ ]45 KK . 
Cabe recordar que estas estructuras que se han obtenido eliminando el vértice 42 en el 
grafo original se mantendrán eliminando cualquier otro vértice, es decir, obtendremos 
dos conjuntos [ ]GB'  y [ ]GN '  cuyos vértices inducen grafos que son isomorfos a los 
presentados en las figuras anteriores. 
Todas estas observaciones nos llevan a formular el siguiente Teorema. 
 
Teorema 4.2.1 
Sean dos grafos completos simple 1+nK  y nK , con 3≥n  un número natural. Los grafos 
compuestos [ ]nn KK 1+  tienen las siguientes propiedades:  
a) Son grafos n-regulares. 
b) Su diámetro siempre es 3.  
c) Eliminando un vértice cualquiera v se produce un nuevo grafo [ ] vKKG nn −= +1:  
que satisface las propiedades siguientes. 
•
 
4)( =GD  
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•
 Se producen, dentro del conjunto de vértices de G dos subconjuntos de 
vértices distintos. Un primer conjunto, que denotamos por )(GN , 
definido como { }4)(/)(:)( =−∈= ii vGDGVvGN  y un segundo 
conjunto, denotado por )(GB  y que se define como 
{ }5)(/)(:)( ≥−∈= ii vGDGVvGB . El conjunto de los vértices de G es 
siempre tal que )()()( GBGNGV ∪=  con φ=∩ )()( GBGN . 
d) )1(3)( −⋅= nGB ; el subgrafo [ ])(GBG es conexo e induce una araña con n-1 
patas de longitud 2. La raíz de la araña es un grafo completo 1−nK .  
22)1(31)1()( 2 +−=−⋅−−+⋅= nnnnnGN  y N(G) se compone de tres 
grafos: un grafo completo 1−nK , un grafo compuesto simple [ ]21 −− nn KK  y un 
tercer grafo que consiste en un solo vértice aislado. 
e) Si consideramos { }{ })(/ GVvvG ii ∈−=Ω como espacio muestral de los grafos  
obtenidos al eliminar un iv del grafo G, podemos calcular la probabilidad de que 
el grafo obtenido  tras eliminar un   vértice mantenga el diámetro como sigue: 
{ }
2( ) ( 1) 1
( ) ( )
( ) ( 1) 1i
N G n
P D G v D G
V G n n
− +
− = = =  
⋅ + −
. Cuando  n tiende a infinito 
obtenemos 












GDvGDP nin , es decir, que la 
probabilidad de que se mantenga el diámetro (vulnerabilidad = 0) al eliminar un 
vértice en grafos compuestos simples para valores de n muy grandes tiende a 1. 
f)  * *( ) 5,para todo ( ).D G v v B G− = ∈  
Demostración 
Tanto a) como b) fueron probadas en [GPB03].  
Que el diámetro del nuevo grafo es 4 fue demostrado en [GPB03]. Para probar el 
segundo apartado de c) es preciso fijarse en las relaciones existentes entre cada una 
de las copias del grafo 1−nK  y, para ello, sin pérdida de generalidad, usaremos el 
caso particular que se ilustra en la Figura 67.  
Por construcción, los grafos compuestos simples [ ]nn KK 1+  constan de n+1 grafos 
nK  y, a su vez, estos grafos tienen unidos cada uno de los n vértices con cada una 
de las n copias restantes por medio de una arista que se llama rama de cruce, es 
decir, cada uno de los vértices de los grafos nK  es un vértice terminal que está 
unido a una copia y sólo una de otro grafo nK , formando así la estructura del grafo 
principal 1nK + , tal y como se aprecia en la Figura 67. 
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Todo grafo completo tiene diámetro igual a 1, así que, para viajar de una copia a 
otra tenemos que llegar al vértice cuya rama de cruce une esas dos copias y luego ir 
al vértice deseado de esa nueva copia, con un total de 3 pasos. 
 
Figura 67: Relaciones entre los grafos inducidos por )(GB y )(GN (Aristas pintadas en fucsia). 
Así pues, al eliminar un vértice de la copia "i" también estamos eliminando la 
única rama de cruce que unía ese vértice con la otra copia del grafo nK . Para ir 
desde el vértice desprovisto de rama de cruce a la copia del nK  a la que estaba 
unido será necesario viajar por cualquiera de las otras n copias restantes. Para 
ello primero debemos viajar a los vértices terminales de la copia de partida 
(tenemos n opciones) y, desde ellos, ir hasta las copias que todavía permanecen 
unidas a la copia "i" alcanzando primero la correspondiente rama de cruce que 
nos conduzca al vértice deseado. Así pues, necesitaremos un mínimo de cuatro 
pasos para alcanzar los vértices de la copia "i", siendo el diámetro del grafo G 
igual a cuatro. El recorrido se muestra en la Figura 68. 
 
Figura 68: En azul, uno de los n-1 caminos posibles entre las copias cuya rama de cruce ha sido suprimida. 
Eliminando cualquier vértice de este camino (a excepción de los vértices inicial 
y final), para ir del vértice 30 al 41 será necesario utilizar otra copia del grafo 
nK  para realizar ese viaje, tal y como se muestra en la Figura 69. Por el 
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contrario, eliminando cualquier otro vértice seguiremos teniendo diámetro 4. Así 
pues, tenemos dos conjuntos disjuntos, de tal modo que si eliminamos cualquier 
vértice del conjunto denotado por )(GB aumentaremos el diámetro del nuevo 
grafo. Nótese que los vértices de )(GB son los que comparten una arista de cruce 
con la copia "i" cuyo vértice es el que se elimina o bien los que comparten una 
arista de cruce con la copia que estaba unida con la "i". 
 
Figura 69: En azul uno de los n-2 caminos para llegar del vértice 33 al 41. 
Podemos deducir que, el cardinal de este conjunto de vértices es de )1(3 −⋅ n . Se 
observa, además, que existen (n-2) caminos de longitud 5 para ir de un vértice a 
otro y que estos son los más pequeños que pueden formarse. 
Por Hipótesis de Inducción y, teniendo en cuenta cómo es la construcción de este 
tipo de grafos, el grafo G obtenido tras la eliminación de un vértice cualquiera 
del grafo [ ]12 ++ nn KK , tiene los mismos dos conjuntos )(GB y )(GN , siendo el 
cardinal del primero de valor n⋅3 .  
En efecto, si tenemos en este caso n+2 copias del grafo 1+nK , por construcción, 
unimos todas estas copias entre sí, de manera que cada copia del grafo 1+nK  
tiene n+1 aristas de cruce que lo unen  con las copias restantes (una en cada 
vértice).  
El nuevo grafo resultante tiene todas sus copias unidas por una rama de cruce 
excepto dos de ellas; una de las dos copias es un grafo 1+nK  y la otra (a la que 
hemos eliminado un vértice) es un grafo nK .  Así pues, tendremos n caminos 
posibles para viajar desde el vértice que estaba unido a la copia "i" mediante una 
rama de cruce a los n vértices de esa copia. Para ello, debemos ir desde ese 
vértice a uno de los n vértices restantes cuyas ramas de cruce están unidas al 
resto de copias y alcanzar la rama de cruce que va desde esa nueva copia hasta el 
vértice de la copia "i" al que deseemos viajar. El cardinal de este conjunto será 
de 3·n, tal y como planteábamos en la Hipótesis de Inducción. 
d), e) y f) pueden deducirse tras haber demostrado c): 
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Todo grafo inducido por los vértices de )(GN está conectado al grafo inducido 
por los vértices de )(GB por medio de una arista pero no entre sí por lo que es 
necesario, para desplazarse entre los grafos inducidos por los vértices de , )(GB  
pasar por un vértice que, necesariamente, formará parte de la araña )(GN  . El 
máximo diámetro siempre se da entre las copias de nK que estaban unidas por la 
arista adyacente al vértice que eliminamos del grafo original. De hecho, son las 
dos únicas copias del grafo completo nK  que no están unidas entre sí, por lo que 
es necesario viajar a otra copia para poder trasladarse entre ellas. En efecto, para 
ir del vértice 33 del grafo de la Figura 67 a cualquier vértice del grafo 5K  
formado por los vértices 13, 14, 28, 41 y 27 deberemos movernos a la raíz de la 
araña y pasar hasta el extremo de sus patas, realizando 3 pasos en esta operación. 
Como los extremos de las patas están unidos al grafo 5K  aislado formado por 
vértices pertenecientes a )(GB , deberemos realizar un paso más para llegar a 
cualquiera de ellos realizando en total 4 pasos.  
Así pues, el hecho de eliminar cualquier vértice perteneciente al conjunto 
)(GN no alterará el valor del diámetro del nuevo grafo ya que, para viajar entre 
las copias más alejadas, tan sólo nos es necesario conservar la integridad de la 
araña formada por los vértices del conjunto )(GB . Sin embargo, si eliminamos 
un vértice de la araña, nos veremos obligados a viajar a cualquier otra copia de 
)(GN , llegando al grafo copia más alejado en 4 pasos más el que necesitemos 
para llegar al vértice deseado (que siempre será uno por ser, esta copia, un grafo 
completo y, por tanto, de diámetro 1). 
Podemos ver un esquema de cómo se distribuyen estos vértices en la figura 70:  
 
Figura 70: Esquema general de los grafos G. 
En este esquema hemos representado en verde los tres grafos constituidos por los 
vértices de )(GN y en naranja hemos pintado la araña formada por los vértices de 
)(GB . Las aristas moradas unen los vértices extremos de las patas de la araña con el 
grafo aislado 1−nK  y también hay tantas aristas moradas como vértices tiene la raíz de la 
araña cuya función es unirlos con el vértice de )(GN con el que comparten copia; 
resultado que, además, se ha comprobado para n=4, 5, 6, 7 y 8.  
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4.3 ELIMINACIÓN DE DOS VÉRTICES EN GRAFOS COMPUESTOS 
BIPARTITOS 
 
Otro problema que también tiene mucho interés es el que se plantea observar cómo 
varía el diámetro en grafos compuestos bipartitos tras la eliminación de vértices. 
En primer lugar, estudiaremos grafos compuestos bipartitos simples, formados por un 
grafo principal nK y otro bipartito de tipo 1,1 −− nnK , obteniendo así un grafo compuesto 
bipartito que será n-regular y que constará de dos aristas entre copias.  
 
Del mismo modo que en el caso anterior, el hecho de construir los grafos de esta forma 
acota el incremento del diámetro del grafo en 1 tras la supresión de un único vértice. 
Puede verse un ejemplo de este tipo de grafos en la Figura 71.  
 
 
Figura 71: Grafo nK [ 1,1 −− nnK ] etiquetado, con n=4. 
Este tipo de grafos tienen las siguientes propiedades:  
a) Son n-regulares.  
b) nKD( [ 1,1 −− nnK ] 4) =  
c) Eliminando un vértice cualquiera pueden crear dos clases isomorfas de grafos 
cuyo diámetro siempre es 5. 
Procediendo del mismo modo que para el caso anterior se observa que, tras la 
eliminación del primer vértice, los vértices restantes pueden agruparse en dos conjuntos 
diferenciados que, del mismo modo que en el apartado 4.2, llamamos )( 1GB y )( 1GN . 
Así pues, el hecho de eliminar en el grafo 1G  un vértice perteneciente al conjunto 
)( 1GN  no modificará el diámetro de G pero sí que se verá incrementado si el vértice 
que eliminamos pertenece al conjunto  B( 1G ).  
Ejemplo 4.3.1 
Uno de los grafos estudiados es el que se muestra en este ejemplo. Para ello, realizamos 
la composición de un grafo completo 4K y el grafo completo bipartito 3,3K .  
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El grafo composición ][ 3,34 KK (véase Figura 69) es 4-regular, su diámetro es 4 y, 
eliminando un vértice cualquiera el diámetro aumenta en una unidad. La Tabla 2 ilustra, 







1 4 5 
2 4 5 
3 4 5 
4 4 5 
5 4 5 
6 4 5 
7 4 5 
8 4 5 
9 4 5 
10 4 5 
11 4 5 
12 4 5 
13 4 5 
14 4 5 
15 3 5 
16 4 6 
17 4 5 
18 4 5 
19 3 5 
20 3 5 
21 3 5 
22 4 5 
23 4 5 
Tabla 2: Resultados tras eliminar el segundo vértice 
En este caso, tan sólo hay un vértice 
que, tras ser eliminado, produce un 
incremento del diámetro en el nuevo 
grafo resultante.  
Tal y como han sido etiquetados los 
vértices podemos determinar varias 
cosas con respecto al vértice que 
provoca el aumento del diámetro en este 
tipo de grafos. 
a) Tiene el mismo color que el 
vértice 24, es decir, es un vértice 
del mismo tipo que el eliminado 
anteriormente.  
b) Se encuentra en la copia cuya 
arista unía la copia del primer 
vértice eliminado. 
c) Tiene una arista que lo une con 
la copia del vértice eliminado. 
Así pues, en el Teorema siguiente, 
generalizamos este comportamiento en 
todos los grafos bipartitos de tipo     
nK [ 1,1 −− nnK ] y, tal como se ha hecho 
para el caso anterior, damos una pauta 
del comportamiento del diámetro tras la 
eliminación de dos vértices.  
 
Teorema 4.3.1 
Sean nK  un grafo completo, 1,1 −− nnK  un grafo completo bipartito y n un número natural 
igual o mayor que 3.  
La composición nK [ 1,1 −− nnK ] realizada de tal modo que entre copias sólo puede haber 
dos aristas (una por cada tipo de vértices del grafo bipartito) es tal que, si llamamos G al 
grafo resultante de la eliminación de un vértice cualquiera, resulta que: 
a) Su conjunto B(G) tiene siempre cardinal igual a 1 y su conjunto N(G) tiene 
cardinal 1)( −GV .  
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b) )(,6)( GBvvGD ∈=−  
 
Demostración:  
a) Al eliminar un primer vértice en el grafo original hemos eliminado una de las 
dos aristas que unían las dos copias que compartían dicha arista. Así pues, si 
eliminamos un nuevo vértice del mismo tipo del anterior y que también 
comparte arista con la copia a la que habíamos suprimido el primer vértice, 
estamos eliminando toda conexión directa entre ese par de copias. De hecho, 
sólo existe un vértice que reúna esas características.  
b) Como consecuencia de a), al desconectar dos copias, necesariamente 
requeriremos el uso de una tercera copia para poder viajar de un vértice a otro de 
las copias desconectadas aumentando, como mínimo en 1 la longitud de la 
cadena que realiza ese recorrido. Tendremos, siempre, un nuevo recorrido 
mínimo cuya longitud será 6, independientemente del número de copias que 
tenga el grafo siempre y cuando éste sea igual o superior a tres. 
Recomendaciones:  
Para este tipo de construcciones será necesario aumentar el número de aristas entre 
copias para evitar, así, que el diámetro aumente tras eliminar un segundo vértice. Si, en 
el grafo de la Figura 71 añadimos una arista más entre vértices, de manera que haya dos 
aristas entre copias, eliminando un segundo vértice todavía conservaremos (según los 
experimentos realizados con el programa) un diámetro igual a 4. 
 
Otra composición de grafos bipartitos puede realizarse mediante la utilización de un 
ciclo cualquiera mC  como grafo principal y un grafo bipartito de tipo nnK , , siendo n 
mayor o igual que 3.  
Un ejemplo de estos grafos es el que se muestra en la figura 72, formado por el ciclo 3C  
y el grafo bipartito completo 3,3K  
 
Figura 70: Grafo compuesto bipartito ][ 3,33 KC  
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La composición da como resultado un nuevo grafo (n+1)-regular cuyas copias del grafo 
bipartito original están conectadas en serie mediante el grafo principal. Además, este 
tipo de grafos siempre cumple que su diámetro es igual al número de vértices del grafo 
principal, es decir, mKCD =])[( 3,33 . 
Ejemplo 4.3.2  
Realizamos el análisis para el grafo de la Figura 70 eliminando un primer vértice. Como 
el grafo es regular y vértice simétrico, eliminando cualquier vértice obtenemos grafos 
isomorfos. Como en los casos anteriores, se observa que al eliminar un vértice aumenta 
el diámetro del nuevo grafo, que denotamos por G, en una unidad independientemente 






1 4 4 
2 4 4 
3 4 4 
4 4 4 
5 4 4 
6 4 4 
7 3 4 
8 3 4 
9 3 4 
10 4 4 
12 4 4 
13 4 5 
14 3 3 
15 4 5 
16 4 4 
17 4 4 
18 4 4 
Tabla 3: Resultados obtenidos con la eliminación del 
segundo vértice para el grafo compuesto descrito en la 
Figura 70. 
En la Tabla 3 puede verse el resultado 
tras la eliminación del vértice 11. 
Observamos que se generan tres 
conjuntos de vértices: un primer 
conjunto de vértices cuya eliminación 
no afecta al valor del diámetro del 
grafo, un segundo conjunto que, tras ser 
eliminado aumenta el valor del diámetro 
y un tercer conjunto  que provoca una 
disminución en el diámetro del grafo, 
retornando éste a su valor original. Los 
resultados pueden verse en la Tabla 3. 
En la Figura 71, además, podemos 
observar cuáles son los vértices que 
modifican el diámetro del grafo tras 
eliminarlos del mismo:  
 
Figura 71: Distribución de los tres conjuntos de vértices 
tras eliminar el vértice 11. 
 
Observando los ceros en la matriz M, resultado de la suma de las potencias de la matriz 
de adyacencia del grafo justo cuando el exponente es menor en una unidad al diámetro 
del mismo, podemos determinar cuáles son los vértices diametralmente opuestos, es 
decir, parejas de vértices cuya distancia es igual al diámetro.  
Si el segundo vértice que eliminamos es el número 15, los vértices que pasan a ser 
diametralmente opuestos son los números 12 y 14 y necesitamos por lo menos cinco 
pasos para ir de uno a otro. Lo mismo ocurre si eliminamos el vértice número 13; los 
vértices  10 y 14 pasarán a ser diametralmente opuestos. Cabe destacar que, en ambos 
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casos, al eliminar el primer vértice, estamos eliminando aristas o ramas de cruce entre 
las dos copias donde luego se hallan los dos vértices diametralmente opuestos tras 
eliminar el segundo vértice.  
Por otro lado, al eliminar el vértice 14, la matriz M todavía presenta muchos ceros, por 
lo que hay muchos vértices cuya distancia entre sí es igual a 3, tal y como se ha 
marcado en la Figura 71. 
  
4 3 3 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 
3 4 3 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 2 
3 3 4 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 3 
1 1 1 4 3 3 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 4 
1 1 1 3 4 3 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 5 
1 1 1 3 3 4 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 6 
1 1 1 1 0 0 3 2 2 1 1 1 1 0 0 0 7 
1 1 1 0 1 0 2 3 2 1 1 1 1 0 0 0 8 
1 1 1 0 0 1 2 2 3 1 1 1 1 0 0 0 9 
0 0 0 1 1 1 1 1 1 4 3 1 0 1 1 1 10 
0 0 0 1 1 1 1 1 1 3 4 0 1 1 1 1 12 
1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 4 3 1 1 1 13 
1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 3 4 1 1 1 15 
1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 3 2 2 16 
0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 2 3 2 17 
0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 18 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 15 16 17 18  
Figura 71: Matriz M sumada hasta la segunda potencia de la matriz de adyacencia. 
Sin embargo, el ciclo 3C  origina un caso único en este tipo de grafos (Hay que recordar 
que 33 KC = ). En caso de contar con un valor de m superior a tres, pese a que seguimos 
teniendo los mismos tres conjuntos de vértices que se han mencionado anteriormente, el 
cardinal de estos cambia, aunque se sigue manteniendo para números superiores.  
Proposición 4.3.1 
Sean mC  y nnK ,  dos grafos con m mayor que tres y n mayor o igual que tres y sean 
)(GB , )(GN  y )(GH los conjuntos de vértices que se originan al eliminar del grafo 
compuesto un vértice cualquiera, dando lugar a un nuevo grafo denotado por G.  
La composición de los grafos, tal y como se indica en la Figura 70, siendo el ciclo el 
grafo principal de la composición, da lugar a un nuevo grafo bipartito compuesto con 
las características siguientes: 
a) Se trata de un grafo que es n+1-regular. 
b) Su diámetro siempre será igual al número de vértices que tiene el grafo 
principal, es decir, mKCD nnm =])[( , . 
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c) Al eliminar un vértice el diámetro aumenta en una unidad y, a su vez, se forman 
tres conjuntos de vértices )(GB , )(GN  y )(GH cuyos cardinales son, 
respectivamente n, n(m-1)-2 y 1. )(GB  y )(GN son conjuntos cuyos efectos 
sobre el grafo siguen siendo los mismos que los vistos en casos anteriores. 
)(GH está formado por un único vértice que, al ser eliminado hace que el nuevo 
grafo tenga el mismo diámetro que el grafo compuesto original; este vértice, 
además es siempre de tipo distinto al primero que fue eliminado y adyacente al 
mismo mediante una  rama de cruce (por tanto, se halla en una copia vecina). 
Los vértices )(GB son del mismo tipo que el primer vértice eliminado. 
Por último, cabe destacar que, para valores de n menores no se cumple esta casuística; 
la eliminación de un segundo vértice puede llegar a producir aumentos muy importantes 
en el diámetro.  
 
4.4 ELIMINACIÓN DE DOS VÉRTICES EN GRAFOS COMPUESTOS FF 
Los grafos compuestos FF se obtienen mediante la composición de un grafo principal y, 
substituyendo en cada uno de sus vértices otro grafo de tipo bipartito mediante cuatro 
aristas entre copias, tal y como se indica en la Figura 37 de este documento.  
Del mismo modo que en los casos anteriores, se trabaja con grafos compuestos FF 
regulares y siguiendo el mismo esquema en cuanto a la eliminación de vértices.  
Para este caso se ha decidido que cada vértice tan sólo podía tener una rama de cruce 
con las otras copias, de manera que usando grafos bipartitos de con n vértices de cada 
clase, el grado de todos los vértices del grafo composición es n+1.  
A modo de ejemplo mostramos el esquema del grafo compuesto FF formado por un 
ciclo 3C  como grafo principal y un grafo bipartito 4,4K :  
 
Figura 72: Grafo compuesto FF con cuatro aristas entre copias. 
Se ha procedido a eliminar vértices tanto en el grafo de la figura como en dos grafos 
más de este tipo, es decir, con un grafo compuesto FF formado por un grafo principal 
completo 4K  y uno bipartito 6,6K  y con otro grafo compuesto FF formado por un grafo 
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principal 5K  y uno bipartito 8,8K . Nótese que este tipo de construcción da lugar a 
grafos con una gran cantidad de vértices y un diámetro pequeño, objetivo que se 
perseguía en [GPB03] para estudiar la vulnerabilidad del diámetro cuando se elimina un 
vértice. Los resultados que se presentan a continuación sólo son válidos cuando el grafo 
principal es un grafo completo de por lo menos tres vértices. Los resultados obtenidos 
para el grafo mostrado en la Figura 72, se muestran a continuación. 
Ejemplo 4.4.1 
Realizamos la composición usando 
como grafo principal el completo 3C  y 
el grafo bipartito 4,4K  substituyendo los 
vértices del grafo principal. Tras 
realizar la comprobación elegimos el 
vértice 19 y lo eliminamos, siendo el 
grafo G el grafo original menos dicho 
vértice. Eliminamos un vértice de G y 
anotamos su diámetro; repetimos la 







1 5 4 
2 5 4 
3 5 4 
4 5 4 
5 5 4 
6 5 4 
7 5 4 
8 5 4 
9 5 4 
10 5 4 
12 4 4 
13 5 4 
14 5 4 
15 5 4 
16 5 4 
17 5 4 
18 5 4 
20 5 4 
21 5 4 
22 4 4 
23 4 4 
24 4 4 
Tabla 4: Resultados tras la eliminación del segundo vértice. 
En todos los grafos estudiados de este 
tipo observamos que, tras la eliminación 
de un segundo vértice no hay una 
variación en el diámetro del grafo 
resultante. Éste se mantiene en 4. Ello 
se debe a que cada una de las copias 
bipartitas está unida a otra por medio de 
cuatro ramas de cruce, una en cada 
vértice: eliminando dos de ellas no 
modificará la distancia que existe entre 
sus vértices. Sin embargo, se ha 
observado que, tras la eliminación de 
dos vértices cuyas ramas de cruce unían 
vértices de la misma clase, siempre y 
cuando estos vértices pertenezcan a dos 
copias (uno en cada una de ellas), en el 
grafo resultante aparecen dos vértices 
que, tras ser a su vez eliminados 
aumentan el diámetro a 5. En el ejemplo 
que nos ocupa, tras eliminar los vértices 
23 y 19 el diámetro se mantiene en 4. 
Sin embargo, la posterior eliminación 
de los vértices 11 y 23 provoca un 
aumento del diámetro de 4 a 5.  
Los grafos compuestos FF estudiados 
presentan una baja vulnerabilidad del 
diámetro frente a la eliminación de dos 
vértices debido a la gran cantidad de 
aristas que existen entre copias y por el 
hecho de que las aristas intercopias tal 
como están definidas producen un grafo 
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4.5 ELIMINACIÓN DE DOS VÉRTICES EN COMPOSICIONES NO BIPARTITAS 
CON GRAFO PRINCIPAL Y SECUNDARIOS BIPARTITOS. 
Siguiendo el orden que establecimos durante la introducción de los grafos composición, 
estudiaremos, a continuación, los grafos composición cuyo grafo principal está formado 
por un grafo bipartito. Sin embargo, a diferencia de lo expuesto en dicho punto, la 
composición que estudiaremos, aunque parecida, presenta unos ciertos matices que la 
hacen muy robusta frente a la eliminación de dos vértices.  
Para realizar la composición usaremos un grafo principal de tipo bipartito nnK , , con 
2≥n  y usaremos dos grafos secundarios bipartitos del mismo tipo mmK , , uniéndolos 
entre sí tal y como se muestra en la Figura 73, de tal manera que estamos eliminando su 
carácter bipartito.  
 
Figura 73: Composición no bipartita formada por un grafo principal 2,2K  y dos grafos secundarios 3,3K  no etiquetada. Nótese 
que cada vértice tiene 2 ramas de cruce. 
Tras experimentar con diversos grafos de este tipo, se ha observado que el diámetro de 
estos grafos de tipo n+m-regular siempre es 4 y, tras la eliminación de dos vértices 
cualesquiera sigue siendo 4. Por tanto, la vulnerabilidad del diámetro de estos grafos 
frente a la eliminación de dos vértices es nula. 
Otra posible construcción es la de los grafos 10 BB ∇  no bipartitos, expuesta en el punto 
3.3 de este trabajo. Como hemos hecho en todos los casos anteriores, para simplificar, 
trabajaremos con grafos regulares, cuya construcción se muestra en la Figura 74. 
 
 
  67 
Para este caso, hemos trabajado con dos grafos compuestos siguiendo este esquema: 
uno cuyo grafo principal es un 2,2K  y los secundarios son grafos completos bipartitos 
4,4K  y otro cuyo grafo principal es un 3,3K  y sus grafos secundarios son completos 
bipartitos 6,6K . Nótese que, a medida que aumentamos el tamaño del grafo principal, 
para tener grafos que sean m-regulares debemos aumentar en el doble el orden de los 
grafos composición, es decir, que el siguiente grafo que investigaríamos sería el grafo 
compuesto por un grafo principal bipartito 4,4K  y sus grafos secundarios 8,8K . Ambos 
grafos tienen un diámetro de 4. 
 
Figura 74: Composición con tres grafos bipartitos 10 BB ∇  no bipartita. 
Todos los grafos construidos tal y como se describe anteriormente comparten cuatro 
aristas con las copias con las que están conectadas, pero tan sólo disponemos de una 
rama de cruce en cada vértice.  
En este caso se observa que, tras la eliminación de un vértice el diámetro de estos dos 
grafos se mantiene en 4. Sin embargo, se originan dos conjuntos disjuntos de vértices 
que, al ser eliminados pueden provocar el aumento del diámetro en una unidad. 
Siguiendo la notación que se ha usado en casos anteriores, llamaremos B(G) al conjunto 
de vértices que aumenta el diámetro del grafo tras ser eliminados y N(G) al conjunto de 
vértices que, tras ser eliminados, no afectan al diámetro del grafo resultante. Una de las 
peculiaridades que observamos en estos grafos es que el cardinal de B(G) siempre ha 
resultado mayor que el de N(G). En el primer caso estudiado el cardinal de B(G)=23 y 
en el segundo B(G)=57. Mostramos, en el Ejemplo 4.5.1 los resultados para el primero 
de los grafos que hemos estudiado, mostrado en la Figura 74.  
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Ejemplo 4.5.1 
Realizando el mismo proceso seguido 
para el estudio de las anteriores 
composiciones, primeramente 
eliminamos un solo vértice y repetimos 
la operación tantas veces como vértices 
tiene el grafo. Anotamos el diámetro 
resultante de eliminar ese vértice y 
observamos que, en todos los casos, el 
diámetro se mantiene en 4.  
Repetimos la operación con un segundo 
vértice (elegimos el vértice 32 como 
primer vértice eliminado) y anotamos 
los resultados en la Tabla 5. 
En ella podemos observar que hay 
muchos más vértices que, tras ser 
eliminados, aumentan el diámetro del 
nuevo grafo a 5. 
Los resultados son muy similares en los 
demás grafos que se han investigado, 
predominando el conjunto denominado 
como B(G) sobre el N(G). 
Así mismo, en la Figura 75 se muestra 
el grafo resultante tras la eliminación 
del vértice número 32, marcando en 
naranja los vértices pertenecientes al 
conjunto de B(G) y en verde los vértices 
del conjunto N(G). 
Los resultados para los demás grafos 
investigados son muy similares, por lo 
que observamos que esta construcción 
presenta, en general, una gran 
vulnerabilidad del diámetro tras la 






1 5 5 
2 5 5 
3 5 4 
4 5 5 
5 5 5 
6 5 5 
7 5 5 
8 5 4 
9 5 5 
10 5 5 
11 5 5 
12 5 4 
13 5 5 
14 5 5 
15 5 4 
16 5 5 
17 5 4 
18 5 4 
19 5 5 
20 4 4 
21 5 5 
22 5 5 
23 5 5 
24 5 5 
25 4 5 
26 4 5 
27 4 4 
28 4 5 
29 5 5 
30 5 5 
31 5 5 
Tabla 5: Resultados tras eliminar el vértice número 32. 
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Figura 75: Vértices de B(G) en naranja y vértices de N(G) en verde 
 
4.6 ELIMINACIÓN DE DOS VÉRTICES EN DIGRAFOS SOBRE ALFABETO 
Siguiendo con el orden establecido en la introducción, los siguientes grafos (en este 
caso digrafos) que estudiaremos son los digrafos De Brujin.  
Gracias a la utilización de las matrices de colas y de cabezas introducidas en el capítulo 
3.7 es relativamente cómodo obtener la matriz de adyacencia de cualquiera de estos 
digrafos sin tener que aplicar directamente el operador línea para construirlos. 
En primer lugar, aplicaremos el operador línea al dígrafo completo y con lazos de grado 
dos y, mediante las matrices de colas y de cabezas obtenemos sucesivamente los 
digrafos de De Brujin de grado 2 y diámetros 2, 3 y 4. 
Realizaremos lo mismo para los grafos de Brujin de grado 3 y diámetros 2 y 3 y, 
posteriormente, aplicaremos nuevamente, el operador línea mediante el uso de matrices 
de colas y de cabezas para obtener los grafos de De Brujin de grado 4 y diámetros 2 y 3. 
Nótese que, a medida que aumentamos el grado de un digrafo de De Brujin, el número 
de vértices se relaciona con la potencia de dicho grado, de manera que el digrafo de De 
Brujin de grado 3 y diámetro 3, denotado por )3,3(B tiene 33 vértices y el )4,3(B  posee 
un total de 34 vértices, es decir 81 vértices.  
A Continuación exponemos los resultados hallados para los digrafos de De Brujin de 
grado 4 y diámetros 2 y 3, siguiendo el Ejemplo 4.6.1:  
 
Ejemplo 4.6.1 
Primeramente construimos los grafos de De Brujin que queremos estudiar. Para ello, 
debemos construir antes el dígrafo completo de cuatro vértices con lazos *4K , hallar sus 
respectivas matrices de colas T(G) y de cabezas H(G) y realizar el producto 
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))(()()( GLGGt AHT =⋅ , siendo L(G) el )2,4(B . Realizando de nuevo estas 
operaciones obtenemos el )3,4(B .  





11 4 2 
12 4 3 
13 4 3 
14 4 3 
21 4 3 
22 4 2 
23 4 3 
24 4 3 
31 4 3 
32 4 3 
33 4 2 
34 4 3 
41 4 3 
42 4 3 
43 4 3 
44 4 2 





11 4 3 
12 4 3 
13 4 3 
14 4 3 
21 3 3 
22 3 3 
23 3 3 
24 3 3 
31 4 3 
32 4 3 
33 4 3 
34 4 3 
41 4 3 
43 4 3 
44 4 3 






12 3 3 
13 3 3 
14 3 3 
21 4 3 
22 4 2 
23 4 3 
24 4 3 
31 4 3 
32 4 3 
33 4 2 
34 4 3 
41 4 3 
42 4 3 
43 4 3 
44 4 2 
Tabla 8: Resultados con el vértice 11 eliminado. 
Dependiendo del vértice que 
eliminemos en un digrafo de De Brujin 
podemos hacer que aumente el 
diámetro. En la Tabla 7 se muestra qué 
ocurre tras eliminar el segundo vértice 
habiendo suprimido antes un vértice que 
nos aumentaba el diámetro. En digrafos 
con grado y diámetro superior a 2 
observamos que el diámetro se 
mantiene en una unidad más 
eliminemos el vértice que eliminemos 
(en digrafos de grado y diámetro 
pequeños podemos llegar a 
desconectarlos eliminando según qué 
vértices). Sin embargo, si el vértice que 
eliminamos contiene un lazo (como los 
vértices 11, 22, 33 y 44) los otros 
vértices siguen manteniendo las mismas 
características en cuanto al diámetro. 
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Podemos construir los Digrafos de Kautz de una manera muy parecida. En este caso, los 
digrafos de partida son digrafos completos sin bucles o lazos. Por simplicidad 
experimentaremos con los grafos de Kautz obtenidos tras la primera iteración de la 
operación línea, es decir, los de diámetro 2.  
En este caso, hemos experimentado con los grafos de Kautz de grado 3, 4, 5, 6, y 7, 
llegando a las mismas conclusiones tras eliminar dos vértices.  
Todos ellos, tras la eliminación de un vértice cualquiera aumentan su diámetro a 3. Sin 
embargo, la eliminación de un segundo vértice no produce cambios en el diámetro del 
dígrafo resultante, es decir, su diámetro sigue siendo 3. 
 
4.7 EL GRAFO DE HEAWOOD 
Para concluir el estudio introducimos el grafo de Heawood. Este grafo se define a partir 
del plano proyectivo más pequeño que existe de 7 puntos y 7 líneas (llamado Plano de 
Fano) y que se muestra en la Figura 76. 
 
Figura 76: Plano de Fano 
El Plano de Fano se define como sigue:  
}3,2,1{1 =L , }6,5,1{2 =L , }5,4,3{3 =L , }6,7,3{4 =L , }7,5,2{5 =L , }7,4,1{6 =L , 
}6,4,2{7 =L .  
Es un plano proyectivo porque dos líneas cualesquiera se cortan en exactamente un 
punto, es decir, }{pLL ji =∩ o, dualmente, por dos puntos cualquiera pasa 
exactamente una línea. Este plano proyectivo también se denomina un diseño de 7 
puntos distribuidos en 7 bloques, de forma que dos bloques cualquiera sólo comparten 
un punto.  
A partir del Plano de Fano, se obtiene el grafo de Heawood de la forma siguiente:  
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Figura 77: Grafo de Heawood en forma bipartita y, a su derecha, presentado en forma de ciclo Hamiltoniano. 
Como puede verse, el grafo de Heawood [BM08] es un grafo bipartito 3-regular. 
Además, su diámetro es 3. 
Si eliminamos un vértice, tal y como hemos hecho con todos los grafos compuestos que 
hemos estudiado, el diámetro aumentará a 4. Eliminando uno de los vértices y 
estudiando qué ocurre con cada uno de los vértices restantes observamos que, el 
diámetro se sigue manteniendo en 4 tras eliminar dos vértices, demostrando una baja 
vulnerabilidad.  
Podemos utilizar el grafo de Heawood para realizar una composición. Así pues, 
utilizaremos un grafo completo bipartito 1,1K  como grafo principal de la composición y 
usaremos el Grafo de Heawood tal y como se muestra en la Figura 78. 
 
Figura 78: Grafo compuesto bipartito con copias del grafo de Heawood. 
El diámetro de este nuevo grafo es 4 y eliminando un vértice cualquiera éste no se ve 
afectado. Sin embargo, con un vértice eliminado, el diámetro puede aumentar a 5 
eliminando 3 posibles vértices. En la Figura 79 se muestra el grafo resultante tras la 
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eliminación del vértice L7 de la segunda copia y los vértices que nos producen un 
aumento del diámetro tras ser eliminados. 
 
Figura 79: Grafo compuesto con un vértice eliminado. En naranja están marcados los vértices que provocan un aumento del 
diámetro tras ser eliminados. 
Vemos que, en composiciones bipartitas, podemos eliminar un vértice cualquiera sin 
que el diámetro se vea afectado. Sin embargo, existe la posibilidad que, tras eliminar un 
segundo vértice, el diámetro aumente en una unidad. Según lo observado, en estos 
grafos ese número de vértices se reduce a 3.  
Si realizamos esta misma composición, pero uniendo los vértices de la misma clase 
eliminaremos el carácter bipartito del grafo resultante. 
 
Figura 80: Grafo compuesto no bipartito con copias del grafo de Heawood. 
En este caso, el diámetro del grafo es 4 y la supresión de un vértice no comporta un 
aumento del mismo. Sin embargo, presenta peores características que el grafo anterior 
frente a la supresión del segundo vértice ya que, existen tres vértices que, tras ser 
eliminados aumentan el diámetro del grafo a 6 y uno que lo aumenta a 5. Así pues, la 
construcción no bipartita parece menos robusta frente a variaciones del diámetro que la 
anterior. 
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Figura 81: En magenta, vértices que tras ser eliminados producen un aumento del diámetro a 6 y en naranja el vértice que, al 
eliminarlo, aumenta el diámetro a 5. 
En ambos casos es posible que al aumentar el grado de todos los vértices pueda 
disminuir la vulnerabilidad del diámetro de este tipo de composición.  
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5. CONCLUSIONES GENERALES Y RECOMENDACIONES 
 
Se ha abordado el problema de la vulnerabilidad del diámetro desde un punto de vista 
estrictamente teórico en grafos composición. Es claro que estos modelos pueden 
aplicarse al diseño de redes reales, donde tenga importancia la transmisión de un 
mensaje pasando por el menor número de puntos o intermediarios posible. 
 
Los objetivos de esta tesina eran (i) recopilar y estudiar trabajos previos sobre el 
problema de vulnerabilidad del diámetro en diversas familias de grafos. (ii) Continuar 
estudiando el problema que se introdujo en [GPB03], nuestro artículo de referencia, 
utilizando las mismas técnicas de composición y llevando dicho problema un poco más 
allá, eliminando dos vértices o más en algunos de los grafos composición que se 
introdujeron. (iii) Elaborar un algoritmo adecuado. 
 
En general, y como era de esperar, la eliminación de dos vértices en los grafos solución 
del problema (∆ ,D,D+1,1), produce un incremento del diámetro en los grafos 
resultantes. Sin embargo, en muchas de estas construcciones podemos ser capaces de 
predecir qué vértices producirán ese aumento del diámetro e identificarlos con el fin de 
poderlos reforzar.  
 
Así pues, en los grafos compuestos simples [ ]nn KK 1+  la eliminación de un vértice 
comporta el aumento de una unidad en el diámetro y la formación de dos conjuntos 
B(G) y N(G) de vértices cuya eliminación produce un incremento del diámetro de una 
unidad en los primeros (vulnerabilidad = 1) y que se mantenga el diámetro en los 
segundos (vulnerabilidad = 0). Además, es posible saber de antemano cuál es el cardinal 
de cada uno de estos conjuntos a partir del valor de n a la hora de construir el grafo así 
como su comportamiento.  
 
Posteriormente hemos estudiado dos clases de grafos compuestos con grafos copia 
bipartitos. Hemos podido observar que cuanto mayor sea el grado de conexión de dichas 
copias entre sí y cuantas más aristas de cruce tengan, más posibilidades tendremos de 
que el diámetro no aumente tras la supresión de un segundo vértice. Nótese que, para el 
primero de los casos estudiados, el conjunto B(G) consta de un sólo vértice cuya 
supresión provoca el aumento del diámetro en una unidad. Sin embargo, en el segundo 
caso visto (donde el grafo principal es un ciclo y las copias sólo están conectadas con 
otras dos), obtenemos diámetros mucho mayores, aunque existen vértices capaces de 
"recuperar" el diámetro original del grafo inicial. Finalmente, observamos que las 
composiciones de Fiol y Fàbrega, que unen las copias con cuatro ramas de cruce y 
eliminan el carácter bipartito de las copias, mantienen el mismo diámetro tras la 
supresión de un segundo vértice cualquiera. 
 
Algo parecido ocurre con los grafos compuestos cuyos grafos principales y copias son 
bipartitos si eliminamos el carácter bipartito uniendo vértices de la misma clase y 
añadimos más de una rama de cruce en cada uno de los vértices. Estos grafos se han 
mostrado muy resistentes a la variación del diámetro puesto que éste se mantiene 
eliminando uno y dos vértices. Distinto es el comportamiento de los grafos 10 BB ∇ , 
donde predomina el conjunto que denominamos como B(G) sobre el N(G). 
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Por otro lado, dada la facilidad que nos ofrece la teoría de las matrices de cabezas y 
colas, es posible construir de manera mecánica los denominados grafos y digrafos línea, 
de entre los que destacan los digrafos de Kautz y de De Brujin, viendo que los primeros 
obtenidos mediante una sola aplicación del digrafo línea, no presentan cambios en el 
diámetro tras la eliminación de un segundo vértice.  
 
Finalmente, hemos observado que los grafos de Heawood (una clase especial de grafo 
bipartito) no presentan variaciones en el diámetro tras la eliminación del segundo 
vértice. Sin embargo, al realizar composiciones simples con otro grafo de su mismo tipo 
el diámetro sí que aumentará tras eliminar dos vértices.  
 
Por lo que se ha observado, parece ser que, cuantas más ramas de cruce y cuantas más 
conexiones haya entre copias en un grafo compuesto, más difícil será que el diámetro 
varíe tras el fallo de un vértice. Sin embargo, no es sólo suficiente aumentar el grado del 
grafo. Por sí mismo el grado de los vértices no influye en la vulnerabilidad del diámetro. 
Sin embargo, colocando varias ramas de cruce en todos los vértices de los grafos 
composición (de tal manera que todas las copias estén unidas por varias ramas de cruce 
en todos los vértices) anula o retrasa el aumento del diámetro del grafo ante posibles 
fallos de dos vértices.  
 
Desgraciadamente, este problema, aunque puede plantearse para todos los grafos en 
general, puede tener infinidad de soluciones para grafos no regulares, sobre los que sería 
necesario investigar vértice a vértice para obtener resultados que lo pudiesen 
caracterizar. Es por este motivo que hemos investigado grafos completamente regulares 
y simétricos con respecto a los vértices, ya que en ellos es posible obtener una respuesta 
general tras la eliminación de uno de sus vértices. 
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ANEXO I: NOTACIÓN EMPLEADA 
 
Para facilitar la comprensión del documento al lector se ofrece un resumen con la 
notación que se ha usado y una breve descripción de su significado. 
 
G(V,E):= Grafo G. 
V(G):= Conjunto de los vértices del grafo G. 
E(G):= Conjunto de las aristas del grafo  G. 
e={u,v}, vuuve == := Notación empleada para identificar una arista.  
n(G) := Orden del grafo G. 
m(G) := Tamaño del grafo G.  
)(GA := Matriz de adyacencia del grafo G.  
)(GB := Matriz de incidencia del grafo G.  
=:)(Gδ Grado mínimo del grafo G. 
=∆ :)(G Grado máximo del grafo G. 
gr(G) := Grado de un vértice del grafo G. 
G := Grafo complementario del grafo G. 
),,,( 21 knnnK K  o knnnK ,,, 21 K := Grafo completo k-partito; cuando k=1 no se escribe el 
subíndice. Usamos la letra K para referirnos a un grafo completo. 
nQ := n-cubo o hipercubo. 
uueuueueuuW kkk == − ,,,,,,,,: 122110 K := Trayectoria en un grafo que empieza en el 
vértice u y termina en el vértice v de ese grafo. 
nP := Camino de longitud n.  
nC := Ciclo de longitud n. 
)(Gκ := Vértice-conectividad del grafo G.  
)(Gλ := Conectividad por aristas del grafo G. 
d(u,v):= Distancia entre dos vértices u y v.  
e(v):= Excentricidad de un vértice v.  
 2 
rad(G):= Radio del grafo G.  
D(G):= Diámetro del grafo G.  
Cen(G):= Subgrafo de G inducido por sus vértices centrales. 
Per(G) := Subgrafo de G inducido por sus vértices perimetrales. 
)(udt := Distancia total de un vértice u.  
Med(G):= Subgrafo de G inducido por sus vértices medianos.  
)(vgr + := Grado de salida del vértice v de un digrafo.  
)(vgr − := Grado de entrada del vértice v de un digrafo. 
*
nK := Grafo o digrafo completo con lazos.  
(∆ ,D,D’,s)-problem:= Notación que hace referencia al problema de grafos o digrafos 
con grado máximo ∆ , diámetro D y diámetro D' del grafo o digrafo resultante tras 
eliminar s vértices. 
[ ]12 GG := Grafo compuesto simple cuyo grafo principal es 2G  y que se construye 
substituyendo sus vértices por copias del grafo 1G .  
[ ]112 ',GGG := Grafo compuesto cuyo grafo principal 2G  es bipartito y que se construye 
substituyendo sus vértices por copias de 1G  en una clase y por copias de 1'G  en la otra. 
LG:= Grafo o digrafo líneal. Cuando se escribe )(GLk significa que se está realizando la 
operación del digrafo línea k veces sobre el digrafo (o grafo) G.  
),( DdK := Digrafo de Kautz de grado d y diámetro D.  
( )DdB , := Digrafo de De Brujin de grado d y diámetro D.  
+Γ (v):= Vértices vecinos de salida a un vértice v de un digrafo.  
−Γ (v):= Vértices vecinos de entrada de un vértice v de un digrafo. 
H(G) := Matriz de incidencia de cabezas de un grafo o digrafo G.  
T(G) := Matriz de incidencia de colas de un grafo o digrafo G.  
nI := Matriz identidad de orden n.  
21 GG ⊗ := Conjunción de un grafo 1G  con un grafo 2G .  











' Grado_vertices Macro 
'Esta macro de Microsoft Excel calcula el grado de cada uno de los vértices del grafo y 
'el diámetro resultante del nuevo grafo tras eliminar ese mismo vértice. 
 
Dim i As Integer 
Dim A() As Double 
Dim V() As Double 
Dim filA As Integer 
Dim colA As Integer 
Dim filv As Integer 
Dim j As Integer 
Dim Anew() As Double 
i = Full1.Cells(1, 2) 
Full5.Cells(1, 1) = "Grado" 
Full5.Cells(1, 2) = "Diámetro" 
Dim k As Integer 
Dim l As Integer 
Dim m As Integer 
 
'Redimensionamos la matriz de adyacencia así como la matriz resultado de eliminar una 
'fila y una columna. A es la matriz de adyacencia que debemos introducir en la hoja de 
'cálculo. V es el vector que aparecerá en la hoja correspondiente, en cada fila aparece el 
'grado del vértice correspondiente. Anew es la matriz de adyacencia que queda tras 
'eliminar uno de los vértices del grafo, es decir, tras eliminar la fila y columna 
'correspondientes a ese vértice en la matriz original A. i es el número de vértices que 
'debemos introducir en la casilla indicada en la hoja de cálculo. 
 
ReDim A(i, i) 
ReDim V(i, 1) 
j = i - 1 
ReDim Anew(j, j) 
 
 
'Leemos la matriz de adyacencia escrita en la hoja 1. La primera entrada de la matriz se 
'debe escribir en la casilla C3 de la hoja de cálculo. 
 
For filA = 1 To i 
    For colA = 1 To i 
A(filA, colA) = Full1.Cells(filA + 2, colA + 2) 
    Next colA 
Next filA 
 
'Calculamos el grado de cada uno de los vértices de la matriz de adyacencia. 
 
For filv = 1 To i 
    For filA = 1 To i 
 2 
    suma = 0 
        For colA = 1 To i 
        suma = suma + A(filA, colA) 
        Full5.Cells(filA + 1, 1) = suma 
        Next colA 
    Next filA 
Next filv 
 
'Eliminamos cada uno de los vértices y aplicamos la subrutina de cálculo del diámetro. 
 
For m = 1 To i 
    For k = 1 To j 
        For l = 1 To j 
        If k < m And l < m Then 
            Anew(k, l) = A(k, l) 
        ElseIf k >= m And l >= m Then 
            Anew(k, l) = A(k + 1, l + 1) 
        ElseIf k < m And l >= m Then 
            Anew(k, l) = A(k, l + 1) 
        ElseIf k >= m And l < m Then 
            Anew(k, l) = A(k + 1, l) 
        End If 
        Next l 
    Next k 




'La subrutina diametro se encarga de calcular el diámetro del grafo que hemos 
'introducido previamente mediante la matriz de adyacencia tras haber eliminado un 
'vértice en ésta. Para ello calculamos las potencias de la matriz de adyacencia Anew y 
'comprobamos si ésta está llena o si, por el contrario, contiene ceros. Si contiene algún 
'cero multiplicará de nuevo el resultado por la matriz Anew y realizará de nuevo la 
'comprobación, anotando al contador del diámetro una unidad. Cuando no encuentre 
'ningún cero en la matriz resultante terminará la rutina, siendo el diámetro igual al 
'número de veces que hemos realizado la operación de multiplicar por la matriz Anew 
'menos uno (ya que la propia matriz Anew tiene el exponente uno). Como precaución, 
'limitamos el número de productos al de vértices menos uno, de manera que si éste es 
'superado o igualado querrá decir que el grafo que hemos introducido es inconnexo. 
'Finalmente, escribimos en otra columna, al lado del grado que tiene el vértice 
'correspondiente, el diámetro que tendrá el nuevo grafo tras haber eliminado ese mismo 
'vértice. 
 
Sub diametro(Anew() As Double, j As Integer, k As Integer, l As Integer, m As Integer) 
Dim producto() As Double 
Dim Mfinal() As Double 
Dim diam As Integer 
Dim h As Integer 
 
ReDim producto(j, j) 
 3 
ReDim Mfinal(j, j) 
 
For k = 1 To j 
    For l = 1 To j 
    producto(k, l) = Anew(k, l) 
    Mfinal(k, l) = producto(k, l) 
    Next l 
Next k 
diam = 1 
Full5.Cells(1 + m, 2) = diam 
 
For h = 1 To j 




Sub producte(producto() As Double, Anew() As Double, Mfinal() As Double, j As 
Integer, k As Integer, l As Integer, m As Integer, diam As Integer) 
Dim C() As Double 
Dim filC, colC, filA As Integer 
ReDim C(j, j) 
 
For filC = 1 To j 
    For colC = 1 To j 
    suma = 0 
        For filA = 1 To j 
        suma = suma + producto(filC, filA) * Anew(filA, colC) 
        Next filA 
    C(filC, colC) = suma 
    Next colC 
Next filC 
 
For k = 1 To j 
    For l = 1 To j 
    producto(k, l) = C(k, l) 
    Mfinal(k, l) = Mfinal(k, l) + producto(k, l) 
    Next l 
Next k 
 
diam = diam + 1 
Full5.Cells(1 + m, 2) = diam 
If diam >= j-1 Then 




Sub comprobación(Anew() As Double, producto() As Double, Mfinal() As Double, j As 
Integer, k As Integer, l As Integer, diam As Integer, m As Integer) 
For k = 1 To j 
    For l = 1 To j 
 4 
    If Mfinal(k, l) = 0 And k <> l Then 
    Call producte(producto(), Anew(), Mfinal(), j, k, l, m, diam) 
    End If 





En la hoja de cálculo, por separado, podemos realizar el cálculo del diámetro del grafo 
original sin ver qué ocurre cuando se eliminan los vértices. Además, podemos escribir la 
última potencia de la matriz de adyacencia así como la suma de las potencias de esa 
misma matriz en hojas de cálculo separadas. 
Esto nos puede servir para comprobar que, efectivamente, el grafo que hemos 
introducido tiene el diámetro que esperamos (Existen determinados tipos de grafos, 
como los compuestos, cuyos diámetros podemos conocer). Además, se ha incluido la 
opción de truncar la secuencia del cálculo de las potencias de la matriz de adyacencia 
para que se calcule hasta el exponente que el usuario desee. De este modo es posible 
saber qué vértices se encuentran a una longitud k mediante el estudio de la matriz 
resultado de la suma de las potencias de la matriz de adyacencia hasta el exponente k. 
 
Sub calculo_diametro() 
'En primer lugar definimos las variables que vamos a utilizar. 
Dim i As Integer 
Dim A() As Double 
Dim V() As Double 
Dim producto() As Double 
Dim m() As Double 
Dim k As Integer 
Dim l As Integer 
Dim diametro As Integer 
Dim h As Integer 
Dim trunca As Integer 
 
i = Full1.Cells(1, 2) 
trunca = Full1.Cells(7, 2) 
'Redimensionamos la matriz de adyacencia para que sea de i filas por i columnas (es 
cuadrada siempre). 
ReDim A(i, i) 
ReDim producto(i, i) 
ReDim m(i, i) 
'Asignamos los valores de las celdas de la hoja 1 a la matriz. 
For k = 1 To i 
For l = 1 To i 
A(k, l) = Full1.Cells(k + 2, l + 2) 
producto(k, l) = A(k, l) 
Full2.Cells(k, l) = producto(k, l) 
m(k, l) = producto(k, l) 
diametro = 1 




'Hacemos la comprobación de la matriz. 
For h = 1 To trunca - 1 





Sub producte(producto() As Double, A() As Double, m() As Double, i As Integer, k As 
Integer, l As Integer, diametro As Integer) 
'Creamos una matriz C que representará el resultado del producto matricial. 
Dim C() As Integer 
Dim filC, colC, filA As Integer 
ReDim C(i, i) 
'Iniciamos la multiplicación de la matriz producto por la matriz A 
For filC = 1 To i 
    For colC = 1 To i 
    suma = 0 
        For filA = 1 To i 
        suma = suma + producto(filC, filA) * A(filA, colC) 
        Next filA 
    C(filC, colC) = suma 
    'Escribimos los resultados en una hoja de cálculo. 
    Full3.Cells(filC, colC) = C(filC, colC) 
    Next colC 
    Next filC 
'Redefinimos la matriz producto: ahora será el resultado C() 
For k = 1 To i 
    For l = 1 To i 
    producto(k, l) = C(k, l) 
    m(k, l) = m(k, l) + producto(k, l) 
'Para asegurarnos escribimos la matriz en la hoja de cálculo 
    Full4.Cells(k, l) = m(k, l) 
    Next l 
Next k 
diametro = diametro + 1 
Full1.Cells(2, 2) = diametro 
If diametro >= i Then 





Sub comprobación(A() As Double, producto() As Double, m() As Double, i As Integer, 
k As Integer, l As Integer, diametro As Integer) 
 
For k = 1 To i 
    For l = 1 To i 
    If m(k, l) = 0 And k <> l Then 
    Call producte(producto(), A(), m(), i, k, l, diametro) 
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    End If 
    Next l 
Next k 
    
End Sub 
